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AVERTISSEMENT 


Ce second volume du Cours d'analyse infinitésimale 
s'adresse comme le précédent aux élèves ingénieurs et aux 
candidats en sciences physiques et mathématiques. Nous 
avons introduit deux textes différents dans le tome II 
comme dans le tome I et pour les mêmes raisons. Le 
grand texte se suffit à lui-même, à part quelques rares 
emprunts au petit texte du tome [I (Existence des fonctions 
implicites et formules de Frenet.) 


Les matières principales que nous avons traitées sont la 
théorie des intégrales multiples, celle des intégrales géné- 
ralisées et en particulier des eulériennes, celle des équations 
différentielles et la suite des applications géométriques. 

Nous commençons par exposer la théorie des intégrales 
doubles sous une forme aussi simple que possible. La 
méthode que nous suivons est assez différente de la 
méthode classique, mais elle est bien aussi naturelle pour 
les élèves, et l'expérience de l’enseignement nous a prouvé 
qu’elle rend moins ingrate la tache du professeur qui veut 
être exact. 

Nous étudions ensuite avec soin les intégrales à champ 
illimité et celles des fonctions infinies (intégrales généra- 
lisées), mais en visant beaucoup plus à l'utilité pratique 
des règles qu'à leur plus grande généralité. Nous pensons 
avoir suffisamment montré, par les nombreuses transfor- 
mations de la théorie des eulériennes, que les règles 
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simples et précises que nous avons établies permettent de 
traiter les intégrales généralisées classiques sans plus de 
longueurs ni d'embarras que des intéorales proprement 
dites. 

Nous donnons une démonstration nouvelle de l'existence 
des intégrales des équations différentielles, les variables 
étant réelles. Cette démonstration est très concise et fait 
immédiatement reconnaître le continuité des solutions. Il 
serait d’ailleurs facile d'y rattacher la plupart des démons- 
trations classiques. 

Beaucoup de problèmes relatifs à l’art de l'ingénieur 
conduisent à des équations différentielles qui dépendent 
de celles de Bessel et de Riccati. Celles-ci fournissent un 
excellent exemple d'équations intégrables par les séries, 
et nous les avons traitées complètement mais dans le 
petit texte. Par une méthode nouvelle, nous obtenons 
immédiatement l'intégrale sous forme explicite quand 
cette intégrale s'obtient sous forme finie. 

La loi belge exige des élèves ingénieurs et des candidats 
en sciences physiques et mathématiques la connaissance 
des Eléments du calcul des variations et du calcul des 
différences. Nous consacrons un chapitre spécial à ces 
deux questions, en nous bornant strictement, dans le 
calcul des variations, aux notions indispensables pour 
obtenir des conditions nécessaires de maximum ou de 
minimum, Dans l’état actuel de cette théorie, on ne peut 
aller plus loin sans s'engager dans des discussions minu- 
tieuses qu'il convient de réserver pour les doctorats. 

Les deux derniers chapitres renferment des applications 
géoruétriques, dont la plupart pouvaient se traiter sans 
calcul intégral ; mais nous leur avons laissé la place 
qu'elles occupent naturellement dans notre enseignement 
et non sans un certain profit. | 
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Ce volume ayant pris des proportions considérables, 
nous avons renoncé à y mettre les principes de la théorie 
des fonctions d'une variable complexe, Nous espérons 
pouvoir publier cette théorie plus tard avec d’autres 
questions relatives au doctorat. 


CH.-J. DE LA VALLÉE POUSSIN. 


Louvain, le 1% Novembre 1905. 
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CHAPITRE TI. 


Intésrales multiples. 


ee 


S 1. Théorie élémentaire des intégrales doubles (1). 


1. Notions relatives à un domaine D à deux variables. — Rapportons 
les variables x et y à deux axes rectangulaires. Traçons dans le’ plan 
æy un contour C fermé, qui ne se coupe pas lui-même. On dit alors 
que Gest un contour simple. Ce contour enveloppe une portion D 
du plan. Si le point M (x, y) représentatif du système de variables 
æ, y, peut prendre toutes les positions comprises dans l'intérieur du 
contour G et sur ce contour lui-même, nous dirons que les variables 
æ, y varient dans le domaine ou dans l'aire D. 

Pour éviter toute obscurité, nous supposerons que le contour C se 
compose d’un nombre limité de segments de lignes droites ou 
courbes, mais que, sur chacun des segments de courbes, la variation 
de x et de y ne change pas de sens quand on parcourt le contour. Il 
est clair qu'un tel segment de courbe ne peut être coupé qu’en un 
point par une parallèle à l’axe des æ ou à l’axe des y. 

Plus généralement, le domaine considéré D pourra s'étendre à la 
portion du plan intérieure à un contour C et extérieure à d’autres 
contours C', C/,... soumis aux mêmes restrictions que C. Enfin le 
domaine D pourra se composer de plusieurs domaines séparés 
D', D'',... définis comme le précédent, Dans ces divers cas, on dit 
que le domaine D est à contour complexe. 

Les contours CG, Cl... constituent la frontière du domaine D. Cette 
frontière fait donc, par définition, partie du domaine lui-même. 

Nous appelons diamètre d’un domaine D le maximum de la distance 
de deux de ses points (donc de deux points de sa frontière). 

On peut généraliser ces notions d’un domaine et de sa frontière, 
mais les définitions générales sont assez abstraites et on les trouvera 
plus loin. (Voir la théorie des ensembles, $ 5). 


(1) La théorie générale rentre dans celle des intégrales multiples exposée 
au $ 5. 
Î 
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2. Propriétés des fonctions continues (‘). — Une fonction f (x, y) est 
continue en un point (a, b) du domaine D, si Poscillation de cette fonc- 
tion tend vers 0 dans toute portion du domaine D qui contient ce point 
et dont le diamètre tend vers 0. 

Une fonction f (æ, y) est continue dans le domaine D si elle est con- 
tinue en tout point de ce domaine. 

Les théorèmes suivants sont fondamentaux dans la théorie des 
intégrales doubles : 


[. S'il est impossible de décomposer par des transversales le domaine 
Den parties telles que l’oscillation de f{æ, y) soit < e dans chaque 
partie (e étant un nombre positif donné), cette fonction f (x, y) est dis- 
continue dans le domaine D. 


En effet, si l’on partage le domaine D en plusieurs parties, l’impos- 
sibilité de faire une semblable décomposition subsistera dans une au 
moins des parties (sinon elle n’aurait pas lieu pour l’ensemble), Donc 
on peut trouver dans D une partie D, de diamètre aussi petit qu’on 
veut, où la décomposition est impossible ; de même, dans D,, une par- 
tie D, encore plus petite où la décomposition est encore impossible, et 
ainsi de suite indéfiniment. On peut ainsi former une suite de domaines 
D, D,, D... D:,... dont chacun est intérieur à tous les précédents, 
dont les diamètres tendent vers zéro, où enfin l’oscillation de f(x, y) 
demeure toujours > e, Ges domaines convergent vers un point M du 
domaine D. Ce point M est donc intérieur à un domaine D, aussi 
petit qu'on veut où l’oscillation de f(x, y) est > e. Donc f(x, y) est 
discontinue en ce point. 


Il, Si f(x, y) est continue dans le domaine D, à tout nombre positif € 
correspond un nombre à tel que loscillation de cette fonclion soit < € 
dans toute partie du domaine D de diamètre < à. 


Appelons À un mode de partage du domaine D en parties où l’oscil- 
lation de f (x, y) soit < € : 2. L'existence d’un tel mode est établie par 
le théorème précédent. Alors l’oscillation de f(x, y) sera < e dans 
toute portion du domaine D assez petite pour ne pas s'étendre sur 
deux parties non contiguës du mode de partage A. Le nombre à dont 
le théorème affirme l’existence peut donc être pris égal au minimum 
de la distance de deux parties non contiguës du mode A. 


(1) Voir aussi le $ 5 de l’introduction (Première partie du cours). 
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IT. Svient x, y et x', y' deux points du domaine D ; à tout nombre 
positif e correspond un nombre à tel qu’on ait 


[ft y)—flx, y)| <e, 


sous les conditions | y — y | <det | x!'— x] < 5. 


En effet, il suffit de choisir à de manière que l’oscillation de f(x, y) 
soit < e dans toute portion rectangulaire de D dont les deux côtés 
sont < 0. 

On énonce souvent cette dernière propriété en disant que, si le 
point +’, y' du domaine D tend vers un autre point æ, y du même 
domaine, f(x', y") tend uniformément vers sa limite f (x, y). C’est 
encore cette propiété qu’on veut exprimer quand on dit qu’une fonc- 
tion continue dans le domaine D est uniformément continue dans ce 
domaine. | 

Il est à remarquer qu'une fonction d'une seule variable peut être 
considérée comme un cas particulier d’une fonction de deux variables. 
Aussi nous pouvons énoncer la proportion suivante comme cas par- 
ticulier de la précédente : 


IV. Une fonction f(x), continue dans l'intervalle (a, b}, l'est unifor- 
‘mément. En d’autres termes, si x et x! sont deux points de cet inter- 
valle, à tout nombre positif e correspond un nombre à tel qu'on ail 


FC) — fix) | < e, 
sous la condition | x'— x | < à. 
Considérons de nouveau deux variables æ, y qui varient dans un 


domaine D et traçons entre deux points de ce domaine une ligne con- 
tinue L. On a le théorème suivant : 


V. Si f(x, y) est continue en chaque point de la ligne L, à tout 
nombre positif e correspond un nombre Ô, tel qu’on ait, en tout point 
(2, y') de la ligne L et pour tout point (x, y) du domaine D, 


| f(x’, 00 ent y) | < €, 
sous les conditions | x'— x | < à, | y! — y | < à. En d’autres termes, 


Ê(&, y) est uniformément continue pour les points de la ligne L. 


SUpposons, par impossible, que, e étant donné, le théorème ne 
s'applique pas. Partageons L en segments par des points intermé- 
diaires. Il y aura aw moins un segment auquel le théorème ne s’appli- 
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quera pas (sinon il s’appliquerait à toute la ligne). On peut donc 
limiter sur L un segment L, de dimensions aussi petites qu’on veut 
auquel le théorème ne s'applique pas ; de même, sur L,, un segment 
encore plus petit où le théorème ne s’applique pas non plus. On peut 
former de la sorte une suite illimitée de segments L;, L,,... Lu. 
successivement intérieurs les uns aux autres, indéfiniment décrois- 
sants, auxquels le théorème ne s'applique pas. Ces segments con- 
vergent vers un point (x!, y}), de la ligne L. Ce point faisant partie 
d'un segment aussi petit qu'on veut où le théorème est en défaut pour 
ja valeur considérée de e, la relation contraire 
| ft, y) — 1, y) 1 2e 

se vérifiera pour deux points (æ', y'} et (x, y) aussi voisins qu’on veut 
de (x!, y!) et que l’on peut, par conséquent, faire tendre vers ce point. 
Mais ceci est impossible, car, f (æ, y) étant continue au point (x!, y;), 
fæ, y) et flx', y') tendent alors tous les deux vers f (x!, y!) ; donc 
leur différence tend vers 0 et ne peut rester supérieure à €. 


Nous aurons à employer le théorème précédent dans le cas où la 
ligne L est une droite y — f, parallèle à l’axe des x. Alors la propo- 
sition suivante est un cas particulier de ce théoréme : 


VI. Si f (æ, y) est continue par tous les points d'ordonnée 8 et d’abs- 
cisse comprise dans un intervalle (a, A), à tout nombre positif e corres- 
pond un nombre à, tel que l’on ait, sous la condition | y —$ | < ô, et 
pour toute valeur de x dans l'intervalle (a, A), 


| f(æœ, y) — f(x, à) | We: 


3. Continuité d'une intégrale définie par rapport à un paramètre. — 
Si l'on intègre par rapport à æ une fonction f(x, y) qui dépend d'un 
paramètre y, il est clair que le résultat sera une fonction 9 (y) de ce 
paramètre. Les théorèmes suivants feront savoir si cette fonction est 
continue : 


I. Si f(x, y) est une fonction continue de x et de y dans le rectangle 
R, borné par les abscisses a et À, les ordonnées b et B ; plus générale- 
ment, si cette fonction est seulement bornée dans ce rectangle mais n’ad- 
met qu'un nombre limité de points de discontinuité pour chaque valeur 
particulière de y, l'intégrale 


o (9) = [| ra vidr 


est une fonclion continue de y dans l’intervalle (b, B;. 
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Soit, en effet, £ une valeur particulière de y dans cet intervalle, 
nous allons montrer que w (y) est continue au point 8. 

Supposons d’abord que f(x, y) n’ait aucun point de discontinuité 
d’ordonnée Ê entre les abscisses a et A. Considérons alors la relation 


Lee 1 < (1e v — rte, 8 1 dr 


et appliquons le théorème VI qui précède. 
Quelque petit que soit e, on peut supposer, dans cette dernière 
intégrale, 
f(x, y) — f(x, PT <e, 
sous la condition | y — 8 | < Ô. Alors il vient, par le théorème de la 
moyenne, 
| (y) — co (B) | < (A — a). 

Donc la variation de + (y) peut être rendue aussi petite que l’on 
veut et cette fonction est continue au point £. 

Cette démonstration s'étend facilement au cas où f(x, y) possède 
un nombre limité de points de discontinuité d’ordonnée $. En effet, 
on peut alors admettre, pour fixer les idées, qu’il n’y en ait qu'un 
seul et que son abscisse « soit intermédiaire entre a et A. Désignons 
par & un nombre positif d'une petitesse arbitraire, et faisons la 
décomposition 


a —p@i <f+ fe + LT ÊCe, 4) LA, P) | dx. 


On peut d’abord rendre la dernière intégrale aussi petite que l’on 
veut avec &, car, si M désigne le maximum absolu de f, cette inté- 
grale est < 4Me par le théorème de la moyenne. Après cela, les 
deux intégrales précédentes sont aussi petites que l’on veut avec 
| y — Ê | comme dans le cas précédent, car le point de discontinuité 
d’ordonnée Ê en est exclu. Donc la variation de +{y) peut encore être 
rendue aussi petite qu’on veut, et o (y) est continue au point $. 


II. Considérons maintenant une intégrale dont les limites x, — %, (y) 
et x, — %, (y) sont deux fonctions continues de y dans l'intervalle 
(b, B). Soit 


e@= [rte n dx 


cette intégrale. Ce sera encore une fonction continue de y dans linter- 
valle (b, B), pourvu que la fonction [ (x, y) soit continue dans le domaine 
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D compris entre les deux courbes x = %, (y), x = Ÿ, (y) et les deux 
droites y = b et y = B ; ou, plus généralement, pourvu que [ (x, y) soit 
bornée dans le domaine D et n'ait, dans ce domaine, qu’un nombre 
limité de points de discontinuité pour chaque valeur particulière de y. 


Ce théorème se ramène au précédent. En effet, le domaine D peut 
être compris dans un rectangle R limité par les ordonnées b et B et 
deux abscisses convenables «a et A. Désignons par f, (x, y) une fonc- 
tion égale à f(x, y) en tout point de D et à 0 en dehors de D. Cette fonc- 
tion n'a pas d’autres points de discontinuité dans le rectangle R que 
ceux de f dans le domaine D et les points de la frontière de ce 
domaine. Il n’y en a donc qu’un nombre limité pour chaque valeur 
de y. Par suite, l’intégrale 


ik  (æ, y) dx 


est fonction continue de y dans l'intervalle (b, B). Or cette intégrale 
se réduit à w (y) à cause de la définition de f,, ce qui prouve le 
théorème. 


4. Définition d’une intégrale double dans un rectangle par des inte- 
grales simples. — Soit f (x, y) une fonction continue dans le rectangle 
R compris entre les abscisses a et À, les ordonnées b et B. L'intégrale, 
effectuée en considérant y comme une constante, 


(1) [ "fa, y) dx 


est donc une fonction continue de y dans l'intervalle (b, B) et peut, par 
conséquent, s'intégrer dans cette intervalle. Cette intégration fournit 
l'expression suivante : 


(2) [av (rte, o da, 


qui renferme deux signes d'intégration superposés et que l’on 
appelle, pour cela, une intégrale double. Les variables x et y que 
renferme cette intégrale varient dans le rectangle R. Celui-ci s’ap- 
pelle l'aire, le domaine ou le champ d'intégration. 


Nous avons d’abord supposé f (x, y) continue dans le domaine R, 
mais l'expression (2) conserve un sens sous des conditions plus géné- 
Tales” 0e | 

Supposons, en effet, que f (x, y), tout en restant bornée dans le 
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rectangle R, devienne discontinue et que les points de discontinuité 
se répartissent sur un nombre limité de lignes continues que nous 
appellerons les lignes de discontinuité. Les points de discontinuité 
pourront d’ailleurs être disséminés sur ces lignes ou les remplir 
entièrement ; de sorte qu’il peut y avoir des points de discontinuité 
isolés. 

L'intégrale double conservera un sens parfaitement clair si les 
lignes de discontinuité se composent exclusivement de parallèles aux 
axes coordonnés et de lignes n’admettant qu’un nombre limité d’in- 
tersections par des parallèles aux axes. 

En effet, d’après le théorème I du n° précédent, l'intégrale (1) 
demeure fonction continue de y, sauf pour les valeurs exceptionnelles 
qui correspondent à une ligne de discontinuité parallèle à l'axe des x. 
Mais comme l'intégrale reste finie pour ces valeurs exceptionnelles 
de y, dont le nombre est limité, elle représente encore une fonction 
intégrable de y dans l'intervalle (b, B) et l'expression (2) conserve une 
valeur déterminée. 

Nous supposerons donc dorénavant que, si f (x, y\ n’est pas con- 
tinue dans le rectangle R, ses lignes de discontinuité satisfont aux 
conditions précédentes. 


L'intégrale double jouit d’une propriété fondamentale qui va nous 
permettre d’en transformer la définition et que voici : 


L'intégrale double est comprise entre mR et MR, m et M étant les 
limites inférieure et supérieure de f (x, y) dans le domaine d'intégration 
et R l'aire du domaine. 


On 2, en effet, par le théorème de la moyenne, 
À 
m (A a) <[ flæ, y) dx EMA — a). 
a 


| Multiplions ces inégalités par dy, intégrons de b à B et remarquons 
que (A — a)(B — b) = R ; il vient 


(3) mR < [ ‘dy [ | FU y) de € MR. 


5. Définition d’une intégrale double dans un rectangle par des limites 
de sommes. — Partageons le rectangle R par un réseau à mailles 
rectangulaires, formé de deux systèmes de droites, les premières 
parallèles à l'axe des y et ayant successivement pour abscisses : 4, = 
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A, Loyee Ana = À, les autres parallèles à l’axe des x et ayant succes- 
sivement pour ordonnées : y, = D, Yoy.e. Ymta — B. Appelons x 
l'aire de la maille comprise entre æ; et Z;:44, Yx €t Yn+1 ; enfin soient 
M, et mx les limites supérieure et inférieure de f(x, y) dans la maille 
ar. La relation (3), appliquée au rectangle &z, donne \ 

Ya pit 

Min din EN AY f(x, y) dx LM an. 
Ur Vi 
Additionnons toutes les inégalités comprises dans les précédentes 

par la variation des indices À, k ; il viendra 


TL: m B À n m 
Ë E mram <| a | f Le; y} dt LISE Me ea 
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On voit que l'intégrale double est comprise entre deux sommes 
doubles. Je dis qu’elle est la limite commune de ces deux sommes, 
quand on fait décroître indéfiniment les mailles du réseau dans les 
deux sens, le nombre de ces mailles augmentant indéfiniment. 

Pour établir ce théorème, il suffit de montrer que la différence des 
deux sommes doubles, savoir 


nt m 
(4) 2 E (Mix — Mix) ur, 
CR 
a pour limite zéro. 

Cette conclusion est immédiate si la fonction f (x, y) est continue 
dans le domaine R, car, suivant le théorème II du no 2, toutes les 
oscillations M; — m;, décroissent alors en-dessous de tout nombre 
positif donné e quand les domaines «;; tendent vers 0. Par conséquent, 
la somme (4) décroit en même temps en dessous de tout nombre 
donné, car, quand les oscillations sont < e, elle est inférieure à 
eZ KR. 

Cette conclusion subsiste si f(x, y), restant bornée, est discontinue, 
pourvu que les lignes de discontinuité satisfassent aux conditions du 
n° précédent. En effet, les oscillations M;, — m2 décroissent encore 
en dessous de e dans tous les éléments &;; quand ceux-ci tendent 
vers 0, sauf peut-être dans les éléments touchés par les lignes de 
_discontinuité ou dans des éléments’qui s’approchent indéfiniment de 
ces lignes. Mais la somme de ces éléments exceptionnels tendra 
vers 0 et, avec elle, la somme des termes correspondants de l’ex- 
pression (4). Donc la limite de cette expression est encore nulle. 


Le théorème que nous venons d'établir peut, en supprimant seule- 
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ment dans ce qui précède les doubles indices devenus inutiles, se 
formuler de la manière suivante : 


B À 
L'intégrale double { dy [ f\æ, y) dx est aussi la limite commune des 
b a 


deux sommes 
> Mi Ai » > M; di , 
KR KR 


obtenues en décomposant le domaine d'intégration R en éléments rectan- 
gulaires infiniment petits «; et en faisant la somme de tous ces éléments 
multipliés respectivement par les limites inférieure m; et supérieure 
M; de f(x, y) dans chacun d'eux. 


G. Théorème de l'interversion des intégrations. Nouvelle notation de 
l'intégrale double. — On peut permuter les variables x et y dans tous 
les raisonnements du n° précédent. Comme d’ailleurs la définition de 
l'intégrale double comme limite de sommes ne dépend plus en rien 
de l’ordre dans lequel ces deux variables avaient été considérées, on 
obtient le théorème suivant : 

La valeur de l’intégrale double dans le rectangle R est indépendante 
de l'ordre dans lequel on fait les intégrations, c’est-à-dire que l’on a 


[æf (x, y) dy = [ay [re y) dx. 


Dès lors, pour représenter une intégrale double dans le rectangle 
R, il est naturel d'adopter des notations qui rappellent à la fois sa 
définition comme limite de sommes et sa réduction à des intégrales 
simples consécutives. Nous nous servirons des symboles suivants : 


fre o) a hi {rc on ax du. 


La quantité f læ, y) dxdy sur laquelle porte la double intégration 
s’appelle l'élément de l'intégrale double. 


"7. Intégrale double dans un domaine de forme quelconque. — La 
définition de l'intégrale double comme limite de sommes s'étend, sans 
difficulté aucune, au cas d’un domaine limité par des courbes quel- 
conques soumises aux restrictions du n° 1. 

Soit D un domaine semblable. Considérons une fonction f (x, y) 
continue dans ce domaine, ou, plus généralement, bornée et ayant 
des lignes de discontinuité soumises aux mêmes conditions que pré- 
cédemment (n° 4) On peut, par deux systèmes de droites parallèles 
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aux axes, décomposer D en éléments «; infiniment petits. Tous ces 
éléments seront rectangulaires sauf sur le bord du domaine. Soient 
M; et m; les limites supérieure et inférieure de f(x, y) dans «. La 
définition de l'intégrale double dans D est fournie par le théorème 
suivant : 


Les deux sommes étendues à tous les éléments de D, 
(1) EM, 2m, 
D D 


tendent vers la même limite quand les éléments a; décroissent indéfini- 
ment dans les deux sens. Cette limite commune est l'intégrale double de 
[(æ, y) dx dy dans le domaine D et elle se représente par les notations 


ff [ (x, y) dx dy ou [[ f(x, y) dD. 


En effet, cette limite se ramène aisément à une intégrale double 
dans un rectangle. Pour cela, construisons un rectangle R dont les 
côtés, parallèles aux axes, enveloppent le domaine D. Soient a et A 
les abscisses extrêmes, b et B les ordonnées extrêmes de ce rectangle. 

Appelons f, (x, y) une fonction égale à f{x, y) en tout point de D et 
à zéro en dehors de D. Les discontinuités de cette fonction seront 
soumises aux conditions présupposées de sorte que l’intégrale double 
de jf, (x, y) dans R est bien déterminée. 

Partageons R en éléments infiniment petits «; par des parallèles 
aux axes infiniment rapprochécs, ce qui fournira, en même temps, le 
mode de partage de D. Formons, pour la fonction f, et pour le rec- 
tangle R entier, les deux sommes, 


(2) > Mic, 2m iLis 
R R 


analogues aux sommes (1) du théorème qui nous occupe mais qui ont 
pour limite l'intégrale de f, dans R. Les termes relatifs aux éléments 
a Situés hors de D sont nuls, ceux qui sont relatifs aux éléments 
«; Situés dans D sont les mêmes dans les sommes (2) que dans les 
sommes (1). Les sommes correspondantes 2 et Z ne difièrent donc, 


R 
en réalité, que par les termes relatifs aux éléments «; touchés par la 
frontière du domaine D. Mais, comme la somme de ces éléments, 
donc de ces termes, tend vers 0, les sommes È et 2 ont la même 


limite. Il vient ainsi, comme nous l'avons notée 


{rte où dx ay = [fn te, vd 
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8. Réduction aux intégrales simples. — L'intégrale double dans le 
domaine D peut aussi se réduire à des intégrales consécutives par rap- 
port à x el à y. | 

On a, en effet, d’après ce qui précède, 


fs f(x, y) dx dy — [ dy fr fi (&, y) dx — f dx fk f, (æ, y) dy. 


Supposons, ce qui est un cas très habituel, que le contour du 
domaine D ne soit coupé qu’en deux points par une parallèle à l’axe 
des x ou par une parallèle à l'axe des y. Alors, pour chaque valeur 
de x entre a et À, y varie entre deux valeurs y, et y, fonctions de x ; 
de même, pour chaque valeur de y entre b et B, x varie entre deux 
valeurs x, et x, fonctions de y. On peut, dans les formules précé- 
dentes, supprimer les intervalles d'intégration où f, est nulle, et, 
comme f, = f dans les intervalles restants, il vient 


[{ rte y) dx dy F- is dy [re y) dx = IA dx [re y) dy. 


Plus généralement, quel que soit le contour du domaine D, on peut 
écrire la formule de réduction sous la forme 


[{rte y) dx dy — fafrien dx — [ax [rer y) dy. 


Mais il faut interpréter ce résultat comme il suit : 

Supposons qu'on intègre d’abord par rapport à x, puis par rapport 
à y. Considérant y comme constant, on intègre par rapport à æ dans 
tous les intervalles où f, = f, c’est à dire dans tous ceux qui four- 
nissent, pour cette valeur de y, des points (x, y) du domaine D. En 
d’autres termes, l'intégration par rapport à æ s'étend à la section du 
domaine D par la droite d’ordonnée y. Le résultat est une fonction de 
y, que l'on intègre ensuite par rapport à y entre les limites extrêmes 
du domaine D. | 


9. Propriétés de l'intégrale double. — I. Soient D l'aire du domaine 
d'intégration, M et m les limites supérieure et inférieure de f (x, y) dans 
D;ona 


MD = [Lie y) dD > mD. 


En effet, l'intégrale double est la limite commune des deux sommes 
Mas et Emi, toutes deux comprises entre M2x; = MD et mÜa —= 
mD. 


ER 


II. Si l’on pose, en particulier, f = 1, on obtient l’aire du domaine 
d'intégration sous forme d’intégrale double 


D "il dx dy. 
D 


III. Si l’on décompose le domaine D en plusieurs parties par des 
transversales, l'intégrale dans D est la somme des intégrales prises dans 
chaque partie. 


Nous pouvons supposer, dans la démonstration, qu’on ait décom- 
posé D en deux parties seulement D' et D" par une transversale, car le 
raisonnement s’étend de proche en proche aux autres cas. 

Couvrons alors D d’un réseau à mailles rectangulaires a; comme 
précédemment, et considérons la somme 2 M;v; qui a pour limite 
l'intégrale dans D. Abstraction faite des éléments «a; touchés par la 
transversale, elle se compose des deux sommes qui ont pour limites 
les intégrales dans D' et dans D''. Mais les éléments touchés par la 
transversale donnent des sommes qui tendent vers zéro. On ne com- 
met pas d'erreur en les négligeant, ce qui prouve le théorème. 


10. Généralisation de la définition d’une intégrale double. — Soit D 
un domaine d'intégration. Décomposons-le par des transversales 
droites ou courbes en éléments d’aires bien déterminées «. Soient 
m: et M; les limites de f(x, y) dans a; : 


L'intégrale double de f (x, y) dans l'aire D est la limite commune des 


deux sommes 
D Mic, » Mit, 


étendues à tous les éléments de l'aire D, quand tous les éléments 
a; décroissent indéfiniment dans tous les sens. 


On a, en effet, par la propriété I du n° précédent, 
Mc; > [| LED y) das > Mile 
%j 


Faisons la somme de toutes les inégalités analogues ; il vient, par 
la propriété I, 
DITES f [ fæ, d) dx dy > D. 
D 


Donc les deux sommes extrêmes ont pour limite l’intégrale double, 
car on va voir que leur différence Y (M; — m;) « a pour limite 0. 


ANT —— 


Cette conclusion est immédiate si f(x, y) est continue, car toutes les 
différences (M; — m;) tendent alors uniformément vers 0. Elle subsiste 
si f (æ, y) est discontinue dans les mêmes conditions que ci-dessus, 
car le raisonnement fait au n° 5 s'applique aussi bien au Cas actuel. 


On peut encore modifier la définition précédente comme il suit : 


L'intégrale double de f(x, y) dans D est la limite de la somme 
E (Gi, nc) ci 
où E;, nc est un point arbitraire de «; et qui s'étend à tous les éléments 


« de l'aire D, quand tous ces éléments décroissent indéfiniment dans 
tous les sens. 


En effet, f(E, n) est compris entre m; et M, et, par conséquent, la 
somme considérée dans ce nouvel énoncé est intermédiaire entre les 
deux sommes de l'énoncé précédent. 


11. Théorème de la moyenne. — Si ® (x, y) est constamment de 
même signe dans le domaine D, et si f (+, y) est compris entre les 
limites m et M, l'intégrale 


| [re y) © (&, y) dx dy 


sera comprise entre les deux suivantes : 


m [| o (x, y) dx dy, M [Le (x, y) dx dy. 
D D 


C’est en cela que consiste le théorème de la moyenne, qui est l’ana- 
logue du théorème correspondant sur les. intégrales simples et dont 
la démonstration est tout aussi immédiate. On remarquera que le 
théorème I du n° 9 en est un cas particulier. 


12. Intégrales curvilignes (‘). Formule de Green pour le plan. — Soit 
y = ® (x) une fonction continue de x dans un intervalle (a, b). Quand 
æ varie de a à b, le point x, y'décrit un are de courbe AB. Soit P (x, y) 
une fonction continue de æ et de y ; l’intégrale définie | 


b 
[Pt y) de, 


(4; La théorie la plus générale des intégrales curvilignes a été exposée dans 
la première partie du cours (no 304 et suivants). Nous nous plaçons ici à un 
point de vue beaucoup plus élémentaire. 


A 


dans laquelle on considère y comme l’ordonnée (fonction de x) de la 
courbe AB s'appelle une intégrale curviligne. On dit qu'elle est effec- 
tuée sur la courbe AB dans le sens AB. Si l’on renversait les limites, 
on changerait le sens du parcours et le signe de l'intégrale. On con- 
vient de représenter cette intégrale par la notation suivante qui fait 
connaître la ligne et le sens de l'intégration : 


[ P (x,y) dx, 
AB 


et cette expression est donc équivalente à 


_ [ ‘P(x,y}dæ. 
BA 


Plus généralement, considérons une ligne K composée de plusieurs 
arcs consécutifs AB, BG, …, sur chacun desquels x croît ou décroît 
constamment quand on décrit la ligne. L'intégrale sur la ligne K sera 
la somme des intégrales effectuées sur les divers arcs AB, BC, …, 
lesquelles sont définies par ce qui précède. 

Il est clair que, si Q (x, y) est une fonction continue, l'intégrale 
curviligne de Qdy sur la ligue K se définira par des considérations 
analogues, pourvu que la courbe K se compose aussi d’un ou de 
plusieurs arcs sur chacun desquels y varie constamment dans le 
même sens. 

Enfin, si nous ajoutons les intégrales de Pdx et de Qdy sur la 
courbe K, nous obtenons, par définition, l’expression 


[(Pax + Quy) 
qui est le symbole général d’une intégrale curviligne. 


Examinons en particulier le cas d’un contour C fermé sans point 
multiple. 

Le tour de ce contour peut se faire dans le sens direct ou dans le 
sens rétrograde. Le sens direct est celui de la rotation de l'axe des 
æ positifs vers celui des y positifs. Ordinairement c’est le sens con- 
traire de celui des aiguilles d’une montre et il laisse l’origine à gauche. 
Dans ce cas, le sens direct sur le contour C sera celui que laisse à 
gauche l’intérieur du contour. | 

Dans le cas d’un contour fermé C, on convient de représenter par 
la notation 


AR 


[pa + Qdy 
C 


l'intégrale effectuée dans le sens direct. 

Il peut arriver que le contour C renferme dans sa composition des 
segments de droites parallèles à l’axe des x ou parallèles à celui des y. 
On étend la définition à ce cas en considérant comme nulle l'inté- 
orale de Pdx sur une parallèle à l’axe des y et aussi celle de Qdy sur 
une parallèle de l'axe des x. Cette convention est naturelle, x étant 
constant et dx nul dans le premier cas, y constant et dy nul dans le 
second. 


Si æ et y sont des fonctions d’une variable indépendante { qui varie 
de & à T quand le point x, y décrit le contour C, et si ces fonctions 
ont des dérivées, chacune des intégrales effectuées par rapport à x 
ou par rapport à y qui entre dans la définition de l'intégrale curviligne, 
peut se transformer en prenant { comme nouvelle variable d’intégra- 
tion. L'intégrale curviligne peut donc se transformer en une intégrale 
ordinaire effectuée par rapport à {, ce qui donne 


[ (Pdx + Qdy) = fe (+ a“ ar. 


Green à fait usage d’une formule importante qui ramène une in- 
tégrale double à une intégrale curviligne et à laquelle on a donné son 
nom. Nous allons la faire connaitre. 

Considérons un domaine D limité par un contour fermé C. Sup- 
posons d’abord que ce contour (fig. 1) se y, - Q 
compose de deux arcs de courbes RS et PQ 
et de deux parallèles à l’axe des y, RP et SQ. 
Les ordonnées y, et y, (y; > y.) des deux 
courbes sont supposées fonctions continues 
de æ dans l'intervalle (a, A) correspondant AË 
aux deux arcs considérés. Nous admettons 
d’ailleurs que les deux arcs puissent se 
rejoindre par leurs extrémités, auquel cas lune des droites du 
contour C ou toutes les deux disparaîtront. Soit alors P{x, y) une 


Fig. 1. 


fonction continue ainsi que sa dériv 5x d 


par la formule du n° 8, 


[[ ” dxdy= [ie (Sa [Pt (X, Y2)dx — [Pe, Y1)dx 


16! = 


Ces deux dernières intégrales simples sont des intégrales curvi- 
lignes. La première est effectuée sur l'arc PQ le seconde sur l'arc RS. 


Il vient donc 
[LS ae a = | Par | Pdx. 
D Oy QP RS 


Or je dis que ce résultat peut s’écrire encore 


[(S de dy = — (par. 


En effet, quand on suit le contour G dans le sens direct, on par- 
court successivement les deux arcs RS et QP et les deux droites SQ et 
PR ; mais, l'intégrale étant nulle sur ces deux droites, il n'y a pas 
lieu d’en tenir compte. 

La formule précédente s'étend sans peine à une aire D entourée par 
un contour C de forme quelconque, pourvu que ce contour satisfasse 
aux conditions ordinaires (n° 4). En effet, on peut alors par des 
transversales décomposer D en morceaux D,, D,,... limités par des 
contours semblables à celui sur lequel nous venons de raisonner. 
L'intégrale double dans chaque morceau se ramène à une intégrale 
curviligne. En faisant la somme de ces intégrales doubles, on obtien- 
dra l'intégrale dans D. D’autre part, la somme de ces intégrales 
curvilignes se réduira à l'intégrale sur G, car celles qui sont prises 
sur les transversales disparaissent. En effet, chaque transversale est 
parcourue deux fois en sens contraire suivant qu’on la considère 
comme frontière de l’un ou de l’autre des deux morceaux qu'elle 
sépare, et les deux intégrales correspondantes se détruisent. 

Soit maintenant Q (x, y) une autre fonction continue dans l'aire D 


ainsi que sa dérivée TR la formule 
0Q 
J [Sdedu- (ay 


s'établit comme la précédente. En retranchant les deux équations 
l’une de l’autre, il vient enfin 


[ mm) dx dy — (Paz + dy 
Telle est la formule de Green. Elle ramène le calcul de l'intégrale 


double dans D à celle d’une intégrale effectuée sur le contour de 
l'aire: 


dl — 


Nous avons déjà rencontré dans la première partie du cours cer- 
taines applications de cette formule. Posons Q = x et P = — y;il 
viendra 


[te dy — y dx) = 9 (| ay de 1211: 
C MED) 


C’est l’une des formules qui expriment l'aire D intérieure au con- 
tour C par une intégrale sur le contour. Les deux autres 


D—— (y ax = [a dy 
© © 


s'obtiennent d’une manière analogue en posant Q = 0, P — — y ou 
er D— 0. 


13. Intégrales triples. — Les considérations précédentes s’étendent 
à un système de trois variables x, y. #. On est ainsi conduit à la 
notion des intégrales triples. Nous nous contenterons d'énoncer les 
résultats suivants, les démonstrations se faisant comme pour les 
intégrales doubles : 


Faisons varier le point x, y, 3 dans un prisme rectangulaire R, 
borné par les valeurs a et À de x, b et B de y, cet GC de x. Soit 
[ (x, y, 2) une fonction continue de x, y, 2 dans ce domaine, ou, plus 
généralement, une fonction bornée dont les points de discontinuité se 
répartissent sur un nombre limité de surfaces planes ou courbes 
appelées surfaces de discontinuité. Les surfaces courbes sont d’ailleurs 
soumises à certaines restrictions. Il faut qu’en les coupant par un plan 
parallèle à l’un des plans coordonnés, le système de lignes de discon- 
tinuité qui en résulte satisfasse aux conditions imposées jusqu'ici à 
ces lignes dans le plan de deux variables. 


Ceci posé, formons l’expression, bien déterminée : 
À «3 C: 
(1) ATIMOPEL 
a b G 


qui résulte de trois intégrations consécutives, la première par rapport 
à + en considérant +, y comme constants, la deuxième par rapport à 
y en considérant æ comme constant, la troisième par rapport à x. 
Cette expression est une intégrale triple étendue au domaine R. 

On peut la définir aussi comme une limite de sommes : 


L'intégrale triple dans R est la limite commune des deux sommes 


2 Mi A , 2 M: «, 


ST 


oblenues en décomposant le domaine R en éléments infiniment petits «; 
par trois systèmes de plans, respectivement parallèles aux plans coor- 
donnés, et en faisant la somme de tous ces éléments multipliés respec- 
tivement par les limites inférieures m; et Supérieures M; de f (x, y, ) 
dans chacun d'eux. £ 

L'ordre des variables n'intervient plus dans cette définition, d’où 
le théorème : 


Si l'on intègre successivement une même fonction f(x, y, +) par rap- 
port aux trois variables x, y, 3 entre des limites constantes, le résultat 
ne dépend aucunement de l’ordre dans lequel on effectue ces trois 
intégrations. 

La définition de l'intégrale triple s'étend aussi à un domaine D 
limité par une surface fermée de forme quelconque qui en fait la 
frontière. Toutefois, pour que la précédente théorie des intégrales 
doubles puisse se généraliser, il faut assigner des restrictions à cette 
frontière. 

Supposons que l’on coupe le domaine D par un plan parallèle à 
l'un des plans coordonnées, par exemple par le plan d’ordonnée z. 
Les points du domaine D qui appartiennent au plan z forment 
un domaine à deux variables x, y, que l’on appelle a section du 
domaine D par le plan 3. Nous admettons que le contour de cette 
section satisfait aux conditions que nous avons imposées précédemment 
à la frontière d’un domaine à deux variables et qu’il en est de même 
pour toute autre section parallèle à l’un des plans coordonnés. 


L'intégrale triple de f (x, y, +) dans un domaine D de forme quelcon- 
que est la limite commune des deux sommes M; «; et Sm; « , que l’on 
obtient en décomposant D en volumes infiniment petits en tous sens a; par 
des surfaces quelconques, et en faisant la somme de ces éléments CPR 
multipliés respectivement par les limites supérieures M; et inférieures 
mi de f(x, y, +) dans chacun d'eux. Cette limite se désigne par 


(2) [ff (t, y, x) dx dy da. 


Le théorème de la moyenne s'étend aux intégrales triples. Nous en 
énoncerons seulement le cas particulier suivant, Si l’on désigne par D 
le volume du domaine d'intégration et par x une valeur moyenne de f 
dans ce domaine, on peut écrire 


(3) [| (rte, CRÉAMNIEAIONI PRE ATAEE 
es D 


24008 
En particulier, si f = 1, il vient 


(4 De [de ay ax 
“10 


ce qui donne l'expression générale d'un volume sous forme d'intégrale 
triple. 


14. Réduction des intégrales triples. — Considérons l'intégrale 
étendue à un domaine de forme quelconque 


[ff rte v à dx dy dz. 


Cette intégrale se ramène aisément à une autre prise dans un do- 
maine prismatique. Soient a et À les valeurs extrêmes de x, b et B 
celles de y, « et C celles de + dans le domaine D. Le prisme R borné 
par ces trois couples de valeurs contiendra le domaine D. Donc, Si 
lon désigne par f, une fonction égale à f en tout point de D et à zéro 
en dehors, on aura 


[fL fix, y,2) dx dy da — [fre y, +) dx dy dx. 


L'intégrale dans R se calcule par trois intégrations simples consé- 
cutives effectuées par rapport à æ, y, + dans un ordre arbitraire. On 
peut, par exemple, la réduire à 


À B C 
(5) [ dx | dy [ PACA ET 


/4 b 


Considérons le résultat des deux premières intégrations : 


B C 
[ dy [ fie, y, © de. 
D lé 


C'est une intégrale double étendue à un rectangle et dans laquelle 
on regarde æ comme constant. On peut remplacer cette intégrale 
double par une autre portant sur la fonction f. Il suffit, pour cela, de 
réduire le champ d’intégration au domaine dans lequel f = fi. Ge 
domaine n’est autre que la section du domaine D par le plan x ; en 
la désignant par S+ , l'intégrale précédente devient 


IRCTELL 


et l'intégrale triple prend la forme 


(6) If | ÉCLAUS XNA 


CONTE 


L'intégrale double pouvant se calculer par deux intégrales simples 
effectuées par rapport à y et à z, l'intégrale triple se ramènera donc 
à trois intégrations consécutives sur la fonction f. 

C'est ce qu’on exprime par la relation générale 


(7) JL [ dx dy dx — fax Ja [ [dz 


La première intégration est effectuée par rapport à +, on suppose 
æ, y donnés et l'intégration s'étend aux valeurs de z pour lesquelles 
le point (x, y, +) appartient à D. La seconde intégration s’étend aux 
valeurs de y pour lesquelles {x étant donné) la droite #, y rencontre D, 
la troisième à toutes les valeurs de : x auxquelles correspondent des 
points de D. 

On peut permuter les intégrations, mais il faut aussi permuter les 
lettres dans la règle précédente, ce qui entraînera généralement une 
moditication des limites. 


$S 2. Déterminants fonctionnels. 
Transformation des intégrales doubles. 


15 Déterminant fonctionnel ou jacobien. — Soient w, v deux varia- 
bles indépendantes, x, y deux fonctions : 
æ = ç (u, v), y = Ÿ (u, v), 
continues ainsi que leurs dérivées partielles premières. Le déter- 
minant 
0x 0x 
Où Ov 
Oy dy 
Ou Ov 


J — 


se nomme déterminant fonctionnel ou jacobien de x, y par rapport à 
v. 1] se présente par le symbole 


qui rappelle la notation des dérivées. Et, en effet, nous allons voir 
que le déterminant fonctionnel possède des propriétés analogues à 
celles de la dérivée. Nous signalerons les suivantes : 


I. Les variables w, v peuvent être elles-mêmes des fonctions de 


— 91 — 


deux nouvelles variables indépendantes u', v', admettant aussi des 
dérivées partielles continues, auquel cas on a 


Hs. pin 
Ou' Ov! Ou 4 Ou! Qu Ov! Ov ov' 
Oy Oy | Ôy du Ov Oy Ou : Oy dv | 
Ou' Ov! Où eo Ou! Ou Ov! -° dv! 


et, d’après la règle de la multiplication des déterminants, 


d(x.y)_ dix.y) d(u,v 
dlu,v) dur diu',v) 


Cette formule est analogue à celle de la dérivation des fonctions de 
fonctions. 
II, Quand u' = x et v' = y, il vient 


__d{x.y) d(u,v) 
CORRE ONOONEATE 


Donc le jacobien de x, y par rapport à w, v est l'inverse de celui de 
u, v par rapport à x, y, ce qui rappelle la règle de dérivation des 
fonctions inverses. 

Cette règle suppose évidemment l’existence des fonctions inverses 
u, v de x, y. Mais on peut s’en assurer par Je théorème suivant : 


III. Si les fonctions x, y prennent les valeurs æ, ÿo AU point Wo, Vo 
et que leur jacobien J ne s’annule pas en ce point, on peut récipro- 
quement considérer u, v comme des fonctions de x, y, continues dans 
le voisinage du point &, Y%o et qui prennent les valeurs %, Vo au 
point æ, %,. Ces fonctions sont simples et admettent des dérivées 
partielles. 

C’est l'application du théorème du n° 144 de la première partie du 
Cours. 


La définition du jacobien s'étend à un nombre quelconque de 
fonctions æ,, æ,,... 4, du même nombre de variables indépendantes 
U, Use. Un. ON pose | 


1 — | 0 Le On __ di, Zoe. Un) 
| OU: Ou d'{U;, U,... Un) 

0%, dan 

| re 


Les propriétés I, IT, III se généralisent évidemment d’elles-mêmes, 


= 99 — 


IV. Voici encore une propriété qui généralise la règle de dérivation 
des fonctions composées. Soient + et y deux fonctions données de Ë&, n, C : 


— @ (6, n, C), y UE A0) 
Si 6, n, 6 dépendent de deux variables w, v, les variables æ et y sont 
des fonctions composées de #, v. On a 


1) d{æ, y) _d(æy)d(é, n), d(æ,y)d(n, À | d(æ, y) d(, 6) 
du, v) d(E, n)d{u,v) ‘ din, Q) diu,v) * d'IK, Ë) d(u,®) 
Il y a autant de termes dans le second membre que de combinaisons 
des lettres £, n, € deux à deux. Comme cette formule s'étend facilement 
à des séries plus nombreuses de variables, nous allons en donner une 
démonstration facile à généraliser. 
Remplaçons d’abord, dans d (x, y): d {u, v), & seul par © (6, n, ©), 
dax do d 


donc TR OPADEE + . etc. Ge déterminant se décompose en une 
(72 


somme d’autres : 
d (æ, y) (9). dpdiny), dpd(y 
d (u, v) = d'u, v) : dn dit, vb 
C’est une expression linéaire des déterminants fonctionnels de (6, y), 
(n, y), (&, y). Remplaçons maintenant dans ceux-ci y par Ÿ (6, n, Ü) ; ils 
vont s'exprimer à leur tour linéairement au moyen de ceux de (C, n), 
(n, ©), (G, €), car ceux de (E, £),.…. sont nuls. Portons ces valeurs dans 
l'expression précédente, il vient 


d'(œ,y) __ 1 dE) + B d (n, Du d (6, 6) 
d{u,v) duo) d [u, v) d (u, v) 

Dans cette équation, les paramètres A, B, C ne dépendent que des 
fonctions © et 4 et non de w, v. On peut donc les déterminer pour des 
valeurs particulières de w, v. On trouve immédiatement À en posant 
u = Ë,v = n,ce qui réduit le second membre à A; B et C se déter- 
minent d'une manière analogue, et l’on obtient la formule (1). 


16. Correspondance de deux aires D et D'; uniforme: directe ou 
inverse. Calcul d’une aire en coordonnées curvilignes. Rapportons les 
variables u, v à deux axes rectangulaires Ou et Ov; les variables x, y 
à deux axes rectangulaires Ox et Oy. Les formules 


= p(u,0),  y—Y(u, 0), 
que nous Supposons vérifier les conditions du n° précédent, établissent 
un Certain mode Je correspondance entre les points du plan w et 
ceux du plan xy. Nous supposons qu’elles font correspondre les points 
d'une aire D'intérieure à un contour C! dans le plan æy à ceux d’une 
aire D intérieure à un contour GC dans le plan uv. 


ba CRE 


La correspondance sera uniforme si à tout point de D correspond 
un point de D' et un seul, à tout point de D' un point de D et un seul. 
En d’autres termes, elle sera uniforme si à tout contour fermé décrit 
par le point (uw, v) correspond un contour fermé décrit par le point 
(æ, y) et réciproquement. [l est clair que les contours G et C' des 
deux aires se correspondront alors en particulier. On trouvera au 
n° 47 un théorème général relatif à l’uniformité de la correspondance 
de deux aires. 

La correspondance est directe si les points correspondants (u, v) et 
(x, y) décrivent en même temps leurs contours fermés dans le même 
sens (direct ou rétrograde) ; elle sera inverse si les sens des parcours 
sont opposés pour ces deux points. Cette définition suppose évidem- 
ment que le mode de correspondance est le même pour tous les 
contours fermés possibles. 

Le mode de correspondance dépend du déterminant fonctionnel 


dix, y). 
d (u, v) 


L'examen approfondi de cette dépendance exige une analyse assez 
abstraite qu’on trouvera dans le n° suivant. Nous supposerons seule- 
ment ici que le déterminant J ne change pas de signe dans l'aire D et 
que la correspondance des deux aires D et D' est uniforme. Propo- 
sons-nous d'évaluer l'aire D' par une intégrale étendue à D. A cet 
effet, nous allons nous appuyer sur l'expression connue (n° 12) de 
l'aire D' par une intégrale curviligne : | 


Dh-= L xdy. 
C 


Celle-ci se réduit à une intégrale ordinaire en considérant w,v 
et, par suite, x, y comme des fonctions d’une variable indépendante t 
qui varie de t, à T quand le point u, v décrit le contour G et le point 
æ, y le contour C!. Nous supposons que x, y décrit &” dans le sens 
direct, alors on a 


OU De COUP PRRU) do) 
t 0 pe CAAPAT VITRE JA EES 
D'= faûy— | 29 dt EC WT a dr) À: 


La dernière intégrale est la transformée en é de l'intégrale curvi- 


ligne sur C 
Oy 0y ) 
“ [x (SE au + 5 dv ]. 


Il faut prendre le signe + si les points +, y et u, v marchent tous 
deux dans le sens direct et le signe — si w, v marche dans le sens 
rétrograde. 

Gette intégrale est donc aussi égale à D' et nous Ar la transfor- 
mer par la formule de Green. Posons 


CR Ôy 
P — Où’ Q—=7x v’ 
d'où, en supposant l'existence et la continuité de y , 
È Ou Ôv 
0Q __OP __ 0x Oy 0x dy dy 


ou Ov Ou Ov Ov du 


Il viendra 


dP 
D'= + | (Pau ++ Qds) = & [[(98 # — Jan dv = + [[ saudr 


et, en observant que D' est positif et que J ne change pas de signe, 


= à [ {sand = [ [1 31 du do 
D JD 


C'est la formule que nous voulions obtenir. | 

La quantité | J | du dv sous le signe d'intégration s'appelle l'élément 
de l'aire D' dans le système de coordonnées curvilignes uw, v. La for- 
mule précédente est la formule générale pour la quadrature des aires 
planes en coordonnées curvilignes. 


Remarque 1. — La manière de déterminer le signe ambigu dans la 
dernière équation conduit à une conséquence importante. Il faut 
prendre le signe + ou — suivant que J est positif ou négatif, donc 
les points (u, v) et (x, y) décrivent les contours C et C! dans le même 
sens Où dans des sens contraires suivant que J est positif ou négatif. 
Comme les mêmes raisonnements peuvent se faire sur une portion 
quelconque de l’aire D' et, par suite, sur un contour quelconque, il 
s'ensuit que la correspondance des aires D et D' est directe ou inverse 
suivant que J est positif ou négatif. 


y 
Qu du due nous avons fait 
intervenir dans nos raisonnements disparaît de la formule finale. On 
peut donc prévoir que son introduction est artificielle et que les hypo- 
thèses faites sur son existence sont inutiles. 

Nous ferons remarquer dès maintenant que, si l’on avait exprimé 


l'aire D' par l'intégrale de ydx prise dans le sens rétrograde sur C', 


Remarque IL. — La dérivée partielle 


9 


OX 
Ou Ov 
tai que nous avons établi ne suppose done, en réalité, que l'existence 


et la continuité de l’une seulement de ces deux dérivées partielles. 
Geci suffit pour montrer que le résultat subsiste indépendamment de 
la considération des dérivées secondes. On trouvera ce complément 
de démonstration au n° 20. 


on aurait introduit la dérivée au lieu de la précédente. Le résul- 


17. Théorème. — Si le jacobien J de æ,y par rapport à u,v, ne 
s'annule pas dans l'aire D, si, de plus, le point æ, y, lié à u,v, décrit 
dans son plan un contour simple C! quand u, v décrit le contour C de 
l'aire D, les aires D et D' respectivement intérieures à C et à C' se cor- 
respondent uniformément. 


Désignons provisoirement par A le domaine du point æ, y quand w, v 
varie dans le domaine D. Nous allons montrer d’abord que A ne peut 
avoir d'autre frontière que C', et pour cela, que tout point æ,y, qui cor- 
respond à un point w,v, de l’intérieur de D est lui-même intérieur à A. 
À cet effet, remarquons que, J n’étant pas nul, « et v sont fonctions 
continues de æ et y et varient dans le voisinage de w,v,, donc dans 
D, quand x et y varient dans un domaine suffisamment petit autour de 
%Y0 ; donc ce domaine suffisamment petit fait partie du domaine A. 

Le domaine À ayant C' pour unique frontière et ne pouvant s’étendre 
à l'infini, ne peut être que la partie D' du plan intérieur au contour C!. 

Donc les aires D et D'se correspondent. Il est clair que +, y décrit un 
contour fermé si #, v en décrit un. Pour établir l’uniformité de la cor- 
respondance, il reste à montrer que w, v décrit aussi un contour fermé 
en même temps que #, y. : 

Supposons, par impossible, qu’une ligne L qui joint deux points dis- 
tincts w,v, et #,v, de l’aire D ait pour correspondante dans D' une ligne 
fermée L’ partant du point æ&,y, et y revenant. Nous allons montrer qu’il 
y a là une contradiction. 

Puisque J ne s’annule pas, les variables #, v sont fonctions continues 
de æ, y dans le voisinage de tout point de la ligne L', de sorte que, si 
l'on déforme L' d'une manière continue, la ligne correspondante L se 
déforme aussi d’une manière continue, On peut réduire par une déforma- 
tion continue la ligne L' au seul point æ,y,, sans en changer les extré- 
mités qui coïncident en ce point. Donc la ligne L devrait se réduire en 
même temps à un seul point ses extrémités restänt fixes aussi, chose 
impossible, puisque ces extrémités sont distinctes. 


18. Changement de variables dans les intégrales doubles. — Soit 
[ \x, y) une fonction de x, y ayant une intégrale bien déterminée dans 
l'aire D' considérée au n° 16. Proposons-nous de changer de variables 
dans cette intégrale par les relations x = o (u, v), y — 4 (u, v) du 


one 


même numéro. Le problème consiste à remplacer l'intégrale dans D' 
par une autre équivalente effectuée par rapport à u, v dans l'aire D. 
Il se résout par la formule 


[fortes v de dy = [fes #1 3 1 au dv. 


Nous allons la démontrer. 

Décomposons l'aire D en éléments infiniment petits «; par des 
transversales, l'aire D' en éléments infiniment petits «; par les trans- 
versales qui correspondent aux précédentes. Soient m; et M; les 
limites de f (x, y) dans a! ou de f (9, Ÿ) dans «; ; il vient, par le théo- 
rème de la moyenne {n° 11), 


ms [f 13 au do < [13 1 rGe, 8 au ao < me [fs 1 aude. | 


Les deux membres extrêmes ont respectivement pour valeurs 
mal et Ma! par la formule du n° 16. Donc, si l’on somme toutes 
les inégalités comprises dans les précédentes, il vient 


D ma! < (il | 1 fe Ÿ) du dv < E My. 
D 


Or les deux membres extrêmes, par définition, ont pour limite com- 
mune l'intégrale de f(x, y) dans D'. Cette intégrale est donc égale au 
terme du milieu, ce que nous voulions démontrer. 

D'où la règle est la suivante : 


Pour changer de variables dans une intégrale double, il faut remplacer 
æ et y par leurs valeurs en fonctions des nouvelles variables u, v et 
l'élément d'aire dxdy par l'élément d'aire dans le système de coordon- 
nées u, v. On remplace le domaine d'intégration relatif à x, y par celui 
qui lui correspond dans le plan uv. 


19. Transformation en coordonnées polaires. — C’est un cas parti- 
culier de la transformation générale du n° précédent. Le passage des 
coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires se fait par les 
formules 

x = Tr COS 9, = f Sin ©. 

Le jacobien a pour valeur 

J— | coso—rsiny | =7r 
sing  rCosv 


—_ ii 


La formule de transformation d’une intégrale par rapport à æ, y en 
une autre par rapport à r, w, sera donc 


J fre y) dx dy — jfre COS, r Sin c) r dr do, 
les domaines d'intégration se correspondant. 


20. Généralisation de la démonstration relative au changement des 
variables. — La démonstration donnée au n° 18 s’appuie sur celle du 
n° 16 et suppose, comme nous l’avons expliqué, que l'une au moins des 
0? s y 


Ou0v ; Oudv 


Nous allons faire disparaître cette restriction. 
Reprenons encore une fois les formules 


deux dérivées partielles soit déterminée et continue. 


(1) œ = (%, v), y = Ÿ(u, v 
qui font correspondre uniformément les aires D et D' des plans uv et xy. 
Nous supposons seulement que les dérivées premières de æ, y par rap- 
port à w, v sont déterminées et continues et que le jacobien J ne change 
pas de signe dans l’aire D et ne s’annule pas. 

Je dis d’abord que l’on pourra décomposer l’aire D en parties «; suffi- 
samment petites pour que, dans chacune d'elles, l’une au moins des deux 
0x , 0x 
Où dv 
sont continues, on démontrerait par un raisonnement bien connu qu’il 
existe dans l'aire D un point au moins où les deux dérivées s’annulent à 
la fois et le jacobien J s’annulerait aussi, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. 

Considérons une de ces parties «, et soit a! l’aire qui lui correspond 
uniformément dans le plan æy. Nous allons admettre que ce soit la 


dérivées premières ne s’annule pas. Sinon, comme ces dérivées 


PO RI0Re | | à 
dérivée— qui ne s’annule pas dans « et prouver que l’on aura 


Ou 
[Lr le, 1) dody = | [ (es 9) | JT | du de. 


A cet effet, nous allons faire le changement de variables (1) en 

deux fois. Nous poserons d’abord 
(?) u = (u, v), th 0. 

On peut ürer de la première équation la valeur de en fonction «!, v. 
Soit 4, (u!, v') ce que devient 4 (w, v) quand on y remplace x par cette 
valeur puis v par v'. On aura 

(3) mu y=Y(u,v) = (uw, 

Les formules (2) et (3) définisent done deux substitutions qu'il suffit 

de faire l’une après l’autre Dour effectuer la substitution (1). 


DU 
Le jacobien de la substitution (2) est 
d{u',v') . dy 
d(u,v) du 


et ne s’annule pas dans «. Celui de la substitution {3) ou de x, y par 
rapport à w!, v' ne s’annule pas non plus, en vertu de la relation 


(æ,y)_ d(æ, y) d{w',v) 
(2) nt v) d(ulv) d(u,v) 


dont le premier membre n’est pas nul. 

Soit «!! l'aire dans laquelle varie le point w!, v' quand «, v varie dans a. 
Les aires a!!et a ainsi que les aires x"! et a! se correspondent uniformément. 
En effet, il est clair que «', v' décrit un contour fermé avec 4, v et æ, y 
un contour fermé avec u!, v'. Mais la réciproque a lieu. En effet, si w!, v! 
décrivait un contour fermé sans que #, v en décrivit un, le point æ, y 
décrirait un contour fermé dans les mêmes conditions, ce qui est contre 
l'hypothèse, Donc «x! correspond uniformément à «. Si æ, y décrivait 
un contour fermé sans que w!, v! en décrivît un, le point w, v décrirait en 
même temps une ligne non fermée en vertu de la conclusion précédente, 
ce qui est encore contraire à l’hypothèse. Donc a/! correspond uniformé- 
ment à a!. 

Ceci posé, la formule de transformation 


[free LPS ÎL, fe, y) FRE 


du! dv' 


ne peut soalever d’objection, car la dérivée _- Re est nulle et, par le fait, 
déterminée et continue. Il en est de même pour la formule 
nd) PP d (æ, y) || d (u',v') 
f, f(æ, Den [ [re ne a tee du dv, 


dl 


Ou dv 


deux formules donne, eu égard à (4), 


[hrte y) dæ dy — [fre y) | J | du de. 


car c'est maintenant 


qui s’annule. Enfin la comparaison de ces 


On a autant de relations semblables qu’on a formé de parties a; dans 
l'aire D. En les additionnant, il viendra 


[rte v) de dy = [| rte») | J | du dv 


La formule de transformation est donc établie dans le cas général. 
Posons f — 1 dans cette formule, elle donne, en particulier, 


De ff aa [f | J | du do 


La formule établie au n° 16 subsiste donc en général. 


RUN à, LES 
EXERCICES. 


X Y 
1. Si l'on pose F (X, Y) = | de | [(æ&, y) dy,ona 
a b 


EF 
UN 


4 
Réciproquemeut, si F satisfait à la seconde équation, on a 


PRE 


24 Y 

[ de | [(æ, y) dy=F#F (X, Y)—F(a, Y'—F (X, 6) + F (a, b). 
(42 [42 

Etendre ces résultats à trois variables. 


2. En considérant une intégrale double dans un triangle, démontrer 
que 


[ae (rt, du = [au (rte vi de. 
0 /0 0 y 


3. Soit À une région du plan limitée par deux courbes de niveau 
d'une fonction continue f(x, y), c'est-à-dire par deux lignes eur les- 
quelles ÿ garde respectivement les valeurs constantes 7, et TES Thor 
On suppose que l’on trace les lignes de niveaux intermédiaires, que 
toutes ces lignes soient fermées et que l’on sache calculer l’aire E com- 
prise dans l’intérieur de chaque ligne (/). Soient E, et E, les valeurs de 
E pour les lignes extrêmes, on aura, selon qu’on considèrera E comme 
fonction de ou bien f comme fonction de E, 


ICTETAI CIE | ( ‘s df 


1 
R. Considérons f comme fonction de E ; soit AE la portion du plan 
comprise entre deux lignes successives (7) et (f + Af}, la valeur de 
l'intégrale double dans AE est J'AE où /! est une valeur intermédiaire 
de / dans AE, Donc, en faisant tendre les AE vers O, il vient 


E 
[ [rte y) dæ dy = lim Xf'AE —| F(æ, y) dE. 
J Ja k, 


4. Coordonnées elliptiques. Considérons les coniques homofocales 
x? y? 
PART EURE 
où À est un paramètre arbitraire, Par tout point du ‘plan passent deux 
coniques de cette espèce, une ellipse et une hyperbole, car, pour chaque 
système +, y, cette équation à deux racines positives À et 1 comprenant 
c, Les quantités À, u sont les coordonnées elliptiques du point x, y. 
Montrer que l’on à 


AT _ VO — ee — v) 


ES a 


C C À 


d (æ, y) 1 À — p 


me re mm | 


” Etudier le mode de correspondance des aires æ, y et À, mu. 


5. Déterminer deux fonctions P et Q de deux variables x et y de façon 
que l'intégrale curviligne 


fPte + y +8 de + Q(e+ 2 y +8) dy 


prise le long d’un contour fermé quelconque, soit indépendante des con- 
stantes « et B et ne dépende que du contour lui-même. 
R. Transformant en intégrale double par la formule de Green, on 


0Q 


remarque que de doit se réduire à une constante . Il est facile 


d’en déduire les expressions générales de P et de Q. 


S 3. Aires des surfaces courbes. 
Intégrales de surface. 


21. Première définition de l’aire d’une surface. Elément de surface. — 
Les surfaces que l’on rencontre dans les applications possèdent un 
plan tangent dont l'orientation varie d’une manière continue avec la 
position du point de contact. Nous ne voulons considérer que celles-là 
dans le chapitre actuel. 

Soit S une portion d’une telle surface limitée par un contour K. 
Menons un plan P qui ne soit normal à aucun des plans tangents de S. 
Nous admettons qu’un tel plan existe pour $, car il en existe cer- 
tainement un pour chaque morceau suffisamment petit de S et, en 
définissant l'aire de S comme la somme de celles des morceaux, nous 
n’aurions plus à raisonner que sur un seul de ces morceaux. Autant 
donc admettre immédiatement que S désigne un de ces morceaux. 

Le plan P étant mené, la surface S se projettera sur ce plan dans 
une aire D, entourée par un contour C qui sera lui-même la projec- 
tion de K. Les points de la surface se projettent séparément sur ceux 
de l’aire D, de sorte que la correspondance des points de la surface S 
et de l’aire D sera uniforme. 

Considérons un mode de partage de la surface S en éléments 
infiniment petits s,, 5, «, et partageons, en même temps, l'aire D 
en éléments «,, &,,... a qui soient les projections des précédents. 
Désignons, en général, par Z l’angle du plan tangent à la surface avec 
le plan P, par Z,; la valeur de Z en un point arbitraire de s;. Il est 


RS 


naturel de considérer le quotient «; : cos Z; comme une valeur 
approchée de l'aire de s;, car cette valeur serait exacte si 5; était 
une petite surface plane confondue avec son plan tangent. Nous 
disons donc, quitte à justifier cette définition dans un instant, que 
% : COS Z; est un élément de surface et que l'aire S est la limite de la 
somme 
dj 
À cos Z 

de tous ces éléments quand ceux-ci tendent vers O. 

Pour justifier cette définition, il faut prouver 1°) que cette limite 
existe, 2) qu’elle est indépendante du choix du plan P. 

L'existence de la limite apparaît immédiatement en ramenant cette 
expression à une intégrale double. À cet effet, rapportons la 
surface S à trois axes rectangulaires 0x, Oy et Oz en prenant le plan 
P comme plan des xy et mettons l'équation de la surface sous la 
forme 
l’ordonnée + sera fonction continue de x et de y ainsi que ses deux 
dérivées partielles p = fx et 4 = fy. L’angle Z du plan tangent avec 
le plan xy est le même que celui fait avec Oz par la normale à la 
surface menée dans le sens où elle fait un angle aigu avec O3; on a 
cos Z = 1 : V1 + p° + 2, d'où 


Ou Sims = | a [VIE EE de dy. 


OS Z; D COS Z 


Tirons immédiatement parti de cette formule pour faire, en passant, 
une remarque importante. L'expression de l'aire S par une intégrale 
double montre bien que, si l'on décompose S en plusieurs morceaux, 
l'aire totale sera la somme des aires partielles, puisque l’intégrale éten- 
due à toute la projection de S sur le plan æy est égale à la somme des 
intégrales étendues aux projections de chaque morceau. 


I reste encore à montrer que l'intégrale double de la formule (1) ne 
dépend pas du choix du plan P, pourvu que la condition relative au 
plan tangent soit respectée. 

Soit donc P' un second plan faisant avec le premier P un angle 0. 
L’axe des y étant arbitraire dans le plan P, menons-le suivant l’in- 
iersection de P et P'. Faisons alors tourner les axes de l'angle 8 
autour de Oy de manière à amener le plan des xy en coïncidence 


PR  — 


avec P'et désignons par æ', y, #!, les nouvelles variables, de sorte 
que le plan P' sera celui des æ'y. On aura 
x! = x cos 0 + z sin 4, 
d(x,y) _ 0x 
à (x, y) QT 

La surface S se projette sur une aire D' du plan P' des +'y et les 
points des deux aires D et D' se correspondent uniformément. Donc, 
si l’on transforme l'intégrale (1) en prenant x', y comme nouvelles 
variables, il vient, par la propriété II des déterminants fonctionnels 
(n° 15), 

 — fé d (x, y) dx'dy ll dx'dy 
ji rd(x',y) cos Z 1 cos Z (cos 4 + p sin 6)’ 

Mais ce dernier dénominateur n’est autre chose que le cosinus de 
l'angle Z! que fait la normale à la surfece avec le plan P'. En effet, en 
posant À = V1 + p? + g°, les cosinus directeurs de la normale par 
rapport aux anciens axes sont — p : À, — q : À, 1 : À, ceux de Oz’ 


sont — sin 4, O et cos 6, de sorte qu’en faisant la somme de leurs 
produits deux à deux, il vient 


— cos 4 + p sin À. 


p sin 6+cosû 
NUEPREEENE 


s = (fe 
Le rtoS ZE 


Donc S est défini par rapport au plan P' comme par rapport à P. 
C’est ce que nous voulions démontrer. 


cos Z!' — — cos Z (cos 8 + p sin 0), 


par conséquent, 


La quantité qui se trouve sous le signe intégral dans la formule (1) 
s’appelle l'élément de surface dans le système de coordonnées x, y. On 
le désigne par ds. On à donc 


dx 
COS 


do — = \/: + p? + q°? dx dy. 


Nous allons donner une seconde définition de l’aire d’une surface, 
que nous ferons reposer sur la première, mais qui aura l'avantage 
de mettre par elle-même en évidence que l’aire ne dépend que de la 
forme de la surface. A cet effet, nous remarquons d’abord le théorème 
suivant : | 


Rs — 


22. Theorème. — L’aire d’une portion S de surface dont les points 
se projettent séparément sur un plan P, est égale au quotient de la pro- 
jection de S sur ce plan par le cosinus de l'angle que fait avec P l’un 
des plans tangenis à $. 


Il suffit, en effet, d'appliquer le théorème de la moyenne à l’inté- 
grale double qui représente S. Gette intégrale étant étendue à l’aire D 
de la projection de $ sur le plan P pris comme plan des xy, il vient, 
€ étant une valeur moyenne de l'angle Z, 


23. Deuxième définition de l'aire d’une surface. — L’aire d'une 
portion S de surface est la limile de la somme des projections de tous les 
éléments de S sur un de leurs plans tangents respectifs, quand on décom- 
pose S en parties qui décroissent indéfiniment dans tous les sens. 

Soit, en effet, s; un des éléments de la surface et «; sa projection 
sur un de ses plans tangents. Appliquons le théorème précédent, il 
viendra, &; désignant l’angle du plan de projection de 5; avec un autre 
plan tangent à ce même sc; 

di 


(0 2) A 
er ee . ; d'où S = » "cos G 
È 


COS GC; 


Mais les angles & sont ceux de deux plans tangents à un même 
élément; ils tendent uniformément vers zéro avec ces éléments et 
leurs cosinus vers l'unité. On peut négliger ces cosinus sans changer 
la limite de la somme précédente, et il vient S — lim 2 «, 


24. Troisième definition de l'aire d'une surface, — On peut encore 
modifier la définition précédente, La projection de chacun des éléments 
9; Sur un plan variable atteint son maximum $; pour une certaine incli- 
naison de ce plan. D'ailleurs $; no peut surpasser 5; en vertu du théo- 
rème du n° 22 ni être moindre que «; par définition. On peut donc poser 


GG > BR > we 
Faisons la somme de toutes les inégalités semblables et passons à la 
limite ; il vient 
S > lim2B >S. 
Doric S — lim Z $;. D'où la définition suivante : 


L'aire d'une poriion de surface est la limite de la somme des pro- 
3 


nl 


Jeciions planes Maxima des éléments de cette Surface, quand on divise 
la surface en parties infiniment petites (}). 


25. Aire d'une surface en coordonnées curvilignes. Remarques sur le 


calcul de l'élément d’aire. — Considérons maintenant une surface donnée. 


en coordonnées curvilignes où par une représentation paramétrique : 


œ=plus), yævluv),  2= vp,{(u,v). 
Posons 

DONNE) 

_ d{u,v) ” d{u,v) d'{u, ©) 

Supposons que ces trois déterminants fonctionnels soient fonctions 
continues de «, v et ne s’annulent simultanément en aucun point d’une 
aire Q@ du plan wv. Si le point wv décrit l’aire Q, le point æyz décrit une 
portion de surface S. En tout point de cette portion de surface, le plan 
tangent est déterminé, son orientation varie d’une manière continue avec 
la position du point de contact, et les cosinus directeurs de la normale 
sont donnés par les équations 


cos X cos Ÿ _ cos Z UN il 


ATOUT AT A0 VELPIC 

Si la normale est dirigée dans le sens où elle fait un angle aigu avec 

OZ, le cosinus de cet angle sera positif et l'on aura 
COS Z — 3 — LCI 
V A? + B? + C2 

Supposons d'abord que C ne s’annule pas dans l'aire Q, le plan tangent 
sera partout oblique au plan æy et l’aire de S sera donnée par l'intégrale, 
étendue à l’aire D du plan æy sur laquelle se IP TEE S, 


p COS Co 70 


Transformons cette intégrale en une autre étendue à l'aire Q du plan 
uv. Le déterminant de la transformation est C, Il vient donc 


(2) S— ff VASE FC du do 
(9) 
Si l’un des deux autres déterminants À, B ne s’annulait pas dans Q, on 


() Cette nouvelle définition ne fait plus appel à la considération du plan 


tangent, On conçoit donc qu’on puisse l’étendre à certaines surfaces dénuées 


de plan tangent. Telles sont les surfaces engendrées par la révolution d’une 
courbe rectifiable sans tangente. Nous avons donné une autre définition des 
surfaces de révolution dans la première partie du cours. On montrerait sans 
peine qu'elle rentre dans la précédente. Nous ne nous arrêterons pas à cette 
démonstration. 


.. 


00: — 


raisonnerait de même sur les plans yz ou 2 et l’on retrouverait la 
même formule. D'ailleurs, dans tous les cas, on peut partager l'aire Q 
en plusieurs autres où l’un des trois déterminants ne s’annule pas. 
Donc la considération des plans coordonnés n'intervient plus dans la 
formule (2). Cette formule est générale et subsiste quelle que soit l'orien- 
tation du plan tangent. 


On transforme souvent la formule (2). Posons 


ou) + Ge) + Cu) 


__ 0æ& 0x Ôy 0% 0 
T du Se 02 . AT 0v” 


ARTE Ar 


On aura identiquement EG — F? — A? + B? + C?, Donc 
(2') S — f[ VEG — F? du dv. 
Q 


Les paramètres E, F, G que nous venons d'introduire jouent un rôle 
important dans la théorie des surfaces. Ajoutons les carrés de dx, dy, 
dz ; il vient 

ds? = da + dy? + de? = E du? + 2F du do + G de?. 


Donc le carré d’un élément d'arc sur la surface est une forme homo- 
gène du second degré en du, dv, ayant EG — F? pour discriminant. 


L'expression positive qui est sous le signe d'intégration double dans 
les formules (2) et (2') s’appelle l'é/ément d’aire de la surface dans le 
système de coordonnées #, v, On le représente généralement par ds. On 
a donc 


(3) ds = VA? + B? & C? du do = V'EG — F? du do 


et Les formules qui donnent les cosinus directeurs de la normale peuvent 
s'écrire maintenant, suivant le sens que l’on choisit, 


cos X cos Y ui Cos Z 4 L. du dv 


(&) ARE AHELER 41 Gi C ds 


Remarque. — La détermination de l'aire d’une surface en coordonnées 
polaires peut être considérée comme un cas particulier des formules pré- 
cédentes. En effet, les coordonnées polaires sont liées aux coordonnées 
rectangulaires par les formules 


æ = r Sin 0 cos w, y = r sin 0 sin vw, 3 = Tr COS 0. 


Cependant quelques considérations très simples de géométrie infini- 


Gt 


tésimale qu'il est facile de rendre tout à fait rigoureuses, conduisent 
encore plus vite au résultat, Nous allons les faire connaître. 


26. Aires en coordonnées polaires. — Soient r le rayon vecteur OM 
d’un point M de l’espace, 0 sa latitude ou l’angle de OM avec OZ, o Sa 
longitude ou l'angle des plans MOZ et MOX. Quand M décrit tout 
l’espace, r varie 0 à œ, 0 de 0 âr etp de 0à27. 

Considérons une portion $ d’une surface qui a pour équation 

r= f(8, +) 
et qui, par hypothèse, ne doit être coupée qu’en un point par le rayon 
vecteur. Proposons-nous d'évaluer l'aire S par une intégrale relative 
aux variables 0 et o. 

Considérons d’abord une portion de surface sphérique dont le 
centre est à l’origine et dont le rayon est r. Le cône qui a son sommet 
à l'origine et qui est limité par les quatre surfaces , 6 + de, 4, 4 + dû 
intercepte sur cette sphère un élément d’aire ds, que l’on peut assi- 
miler à un petit carré dont les côtés sont r dû, r sin 8 de et la surface 
r? sin @ dû do. 

Donc, pour une sphère de rayon r, on a 


(5) do —rsin0 dde, Sr? [f sin 0 dû de. 
. Passons au cas de la surface quelconque S. Désignons par (r, n) 
l'angle (compris entre O et 11) de la normale avec le rayon vecteur. 
La surface $S coupe, en chaque point (r, 8, ), la sphère de rayon r 
sous l'angle (r, n). Donc le cône considéré ci-dessus intercepte sur 
cette surface un élément de surface ds qui se projette sur celui de la 
sphère et dont la valeur s’obtient en divisant celui-ci par cos (r, n). 

On à donc, pour une surface quelconque, 


r? sin 0 dû de sin 0 
(6) ds = eos Yr,) sf d8 de. 


Si la surface $S est fermée et que le pôle soit à l'intérieur, il 
viendra, en admettant toujours que le rayon vecteur ne coupe la 
surface qu’une seule fois, 


se (dessins 
= | e [ T° SIn 208 r,n) 


soit P = » cos (r,n) la distance du pôle au plan tangent; la formule 


(6) peut aussi s’écrire 
UE - [( sind ; 


NT 


27. Définition des intégrales de surface. — Soit f (x, y, +) une 
fonction continue de x, y, 4, pour tous les points d’une portion S de 
surface. Décomposons S en éléments infiniment petits d’aires o., 
Sp... On €t désignons par (6, n;, G) un point arbitraire de l’élément s;. 
Formons la somme, étendue à tous les éléments, 


E f (Es, no Gi) ci. 


Cette somme tend vers une limite déterminée que l’on représente par 


[fr sd 


et que l’on appelle l'intégrale de f (x, y, +) de étendue à la surface S. 

Montrons, en effet, que cette expression se réduit à une intégrale 
double ordinaire. 

Supposons d’abord que le plan tangent soit oblique au plan xy 
dans toute l'étendue de S, L’équation de S pourra se mettre sous la 
forme 

= ? (&, y). 

La portion S de surface se projettera sur une aire D du plan «y 
dont les points correspondent uniformément à ceux de S. Menons la 
normale à S dans le sens où elle fait un angle aigu avec Oz et soit Z 
cet angle. Désignons par Z; la valeur de Z au point arbitraire £;, y, 
G: de s.Comme €; = + (E;, n:), on a, par définition même d’une inté- 
grale double {no 40), 


DIMETCOÉE 


Portons notre attention sur cette limite de sommes. 

On sait (n° 22) que s; est égal à «; : cos G; où &; est la valeur de Z 
en un Certain point de s;, Comme les quotients cos Z; : cos £; tendent 
uniformément vers l’unité quand les éléments os; tendent vers O, on 
ne changera pas cette limite de sommes en y remplaçant cos Z; par. 
cos G, ce qui revient à mettre s; à la place de «; : cos Z,. Il vient 
donc, en écrivant z à la place de +, | 


D fre 4 2 im » 7, ne Ga < ml f @,4, 2 


Donc l’intégrale de surface revient à une intégrale double étendue 
au domaine D dans le plan æy. 


Si le plan tangent était partout oblique au plan y# ou au plan x3, 


— ]|im À HE Ni, Gr Re 0 
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l'intégrale de surface se réduirait de même à une intégrale double 
dans l’un ou l’autre de ces deux plans. 

Comme, en tous cas, on peut partager S en morceaux de telle sorte 
que le plan tangent soit toujours oblique à l’un au moins des plans 
coordonnés dans toute l'étendue d'un même morceau, on peut aussi, 
dans tous les cas, exprimer l'intégrale de surface par une somme 
d’intégrales doubles. 


Si la surface était donnée par une représentation paramétrique, les 
coordonnées æ, y, + seraient fonctions de w, v dans une aire @, on 
pourrait transformer les intégrales précédentes en intégrales effectuées 
par rapport à w, v comme au n° 25; et il viendrait 


@ [ris d= [ [ fle,u, 2 VE TC dudo 
_ JL ((&, y.) VEG — F° du dv. 


28. Intégrale étendue à un côté déterminé d’une surface. — Soit S 
une portion de surface limitée par un contour déterminé qui en forme 
le bord. Nous supposerons que cette surface a deux côtés distincts. 
Il faut entendre par là que si l’on regarde S comme un lambeau de 
surface matérielle d’une épaisseur infiniment petite, mais impéné- 
trable, un point mobile sur cette surface ne peut passer d’un côté à 
l’autre qu’en faisant le tour par le bord. 

Ceci posé, supposons d’abord que le plan tangent à $ soit toujours 
oblique au plan æy ou tout au moins ne lui devienne normal que sur 
le bord, et mettons l’équation de S sous la forme 


3 = © (x, y). 

Convenons quela normale ne pourra pas traverser la surface, 
alors les deux sens de la normale correspondent aux deux côtés de 
la surface. Dans notre hypothèse, il y aura sur la surface un côté 
supérieur (vers les + positifs) et un côté inférieur (vers les + négatifs), 
auxquels correspondent respectivement une normale supérieure et 
une normale inférieure. 

Soient R (x, y, +) une fonction continue en tout point de S et D la 
projection de S sur le plan xy. Considérons l'intégrale de surface 


[CR cos Z do, 
#5 


où Z désigne l'angle de la normale avec 0%; suivant que cet angle 


Ne 


sera celui de la normale supérieure ou celui de la normale inférieure, 
l'intégrale revient à l’une ou à l’autre des deux intégrales doubles 


[ { Rdrdu ee J { Rdzdy. 
D D 


Nous dirons que l'intégrale de surface s’étend, dans le premier cas, 
au côté supérieur, dans le second au côté inférieur de la surface S. 
Nous conviendrons d’ailleurs de la représenter, dans les deux cas, 


par le même symbole 
[ (Rad, 
5 


sous la condition de faire connaître le côté auquel s'étend cette 
intégrale. Cette connaissance, en effet, suffit pour déterminer celle des 
deux intégrales doubles étendues à l’aire D du plan xy que représente 
l'intégrale sur S. 

Nous pouvons maintenant faire disparaître les restrictions que nous 
avions imposées au plan tangent, et considérer une surface de forme 
quelconque, fermée ou non, pourvu qu’elle ait toujours deux côtés 
distincts. En effet, il est possible de partager la surface en morceaux, 
de telle sorte que le plan tangent ne soit normal au plan xy que sur 
le bord des morceaux ou dans un certain nombre de morceaux tout 
entiers (!). Dans ces derniers, l'intégrale de surface sera nulle avec 
cos Z ; dans les autres, elle est définie par ce qui précède ; enfin 
l'intégrale étendue à un côté de la surface entière est la somme des 
intégrales étendues aux côtés correspondants de chaque morceau. 

On définira d'une manière analogue les intégrales 


[ (re, Y, #) dydz, f {au y, &) dd. 


En faisant la somme de ces intégrales, on obtient l'expression la 
plus générale d’une intégrale de surface, qui est la suivante : 


| 

(1) Il est à remarquer toutefois que, dans la décomposition précédente, les 
lignes de partage de S sont celles sur lesquelles le plan tangent est normal 
au plan æy, ou bien celles qui limitentles portions cylindriques de $S normales 
à ce plan. Pour qu'on puisse appliquer sans difficulté les théories exposées 
précédemment, il faut donc admettre que ces lignes sont formées de tronçons 
conséculifs sur lesquels les variations de æ et y ne changent pas de sens. Les 
théorèmes pourraient évidemment subsister sous des conditions plus générales 
encore, mais nous ne ferons pas cette généralisation qui présente actuellement 
peu d'intérêt. Nous admettrons, une fois pour toutes, que la condition précé- 
dente est réalisée etnous n’y reviendrons plus dans les théorèmes suivants, 


A — 


[ [ (Pdydz + Qdrdx + Rdrdy). 


Cette intégrale étendue à un côté déterminé de la surface S revient à 


fe cos X + À cos Y +R cos Z)do, 
S) 


où cos X, cos Ÿ, cos Z sont les cosinus directeurs de la normale à 
ce côté de la surface. 


L'analogie est complète entre les intégrales de surface dans l’espace 
et les intégrales curvilignes dans le plan. Considérons une courbe C 
dans le plan æy et sur laquelle on peut distinguer deux côtés, par suite 
aussi deux normales. Nous pouvons désigner par « l'inclinaison sur 
l'axe des æ de la tangente à C menée dans un sens déterminé. Ceci 
posé, dans l'intégrale curviligne effectuée dans ce sens 


[pe + Qady, 
c 


dx sera égal à ds cos (« É à et dy à ds sin (« ce 2 suivant la normale 


qu’on considèrera. Donc, si l’on prend s comme variable, l’intégrale 
curviligne prendra l'une des formes 


( (P sin a — Q cos) de, — | (P sin à — Q cos à) ds 
C (e 


Donc les deux côtés auxquels on peut mener la normale, ou plus sim- 
plement les deux côtés de la courbe, correspondent aux deux sens dans 
lesquels peut se faire l’intégration. 


Q e # e 4 Le 
29. Transformation des intégrales de surface. — Considérons une 
intégrale étendue à un côté déterminé d’une surface S 


EC y, &) dx dy 


et supposons que les formules de transformation : 


ART (6, ur «} RES (6, n, Gi, 2 — 3 (, n, €), 


fassent correspondre uniformément les points d’une surface S dans l’espace 
æyz et ceux d’une autre surface Z dans l’espace Ent. Le problème de la 
transformation consiste à remplacer l'intégrale étendue à S par une 
autre étendue à à. | 

Pour le résoudre, considérons les coordonnées #, y, z et Ë, n, 6 des 
points correspondants sur les surfaces S et Ÿ comme des fonctions de 
deux variables indépendantes x et v qui décrivent une aire Q@ dans le 
plan wo. 


"Ai — 


Pour la surface $, les cosinus directeurs de la normale vérifient les 
formules (4) du n° (25), savoir 
cos X cos Y cos Z du dv d (y, z 


TE Un) co a: re 


Marquons avec l'indice 1 les quantités analogues pour Ë:; on aura 


COSX, cos, 608 2108 du do. 1oiRe d (n, &) 
ET OT EC OR SU S te ro ei) 


Mais la tormule (1) du n° (15) peut se mettre sous la forme 


dit) TS DT En 
ce qui multiplié par du dv devient, à cause des systèmes d'égalités qui 


précèdent, 


d(æ, y) de, y), (æ, y) 

VAE _. X, 8 YŸ; 

cos c Gr, % cos FO a, mE AA: PIE 5 c0s 2 Jde 
D'ailleurs on peut prendre le signe + à condition de mener la normale 
à 2 du côté convenable. Multiplions encore les deux membres de l'équa- 
tion précédente par P et intégrons par rapport à w, v dans le domaine Q, 

Le résultat pourra s’écrire comme il suit : 
or de + Des ÿ) D ér| 


@) [fra [fr Tbeix + bla a + de 


C'est la formule de transformation ; l'intégration doit se faire sur 
du côté convenable (celui de la normale qu’on vient de considérer). 

Par une permutation circulaire simultanée des lettres P,Q,R et des 
lettres æ, y, z, on obtiendra deux autres formules He qu'il est 
inutile d'écrire, 


Il reste à donner une règle pour fixer le côté d'intégration sur la 
surface À, 

Définissons d’abord ce que nous appellerons côtés rares sur 
les surfaces S et Z, Imaginons un point infiniment voisin de $ d’un côté 
de cette surface, son correspondant sera infiniment voisin de Ÿ d’un 
certain côté de cette seconde surface, Ce sont ces deux côtés qu’il est 
na.urel de considérer comme correspondants. 

On peut alors énoncer la règle suivante, dont nous donnerons la 
démonstration au n° 32 : 


Les deux intégrales de la formule (9) sont étendues aux côtés curres- 
DoRgun ts des deux surfaces si le jacobien J de x, y, z par Éar por à 
6, n, © est positif, au côtés inverses si J est négatif. 


Des RS 


30. Formule de Green pour l’espace. — Soient S une surface fermée 
et V le volume ou la portion de l’espace qu'elle renferme. Il y aura 
sur cette surface un côté intérieur et un côté extérieur el, par Ccon- 
séquent, une normale intérieure et une normale extérieure. Soit 


150 ALORS 
R (x, y, 2) une fonction Continue ainsi que sa dérivée 7. dans toute 


l'étendue du volume V et de la surface S. Nous allons établir, pour 
commencer, la formule suivante, qui est un cas particulier de celle 
de Green : 


(10) [[L D dx dy ds = [Ray dx. 


Elle ramène le calcul d’une intégrale triple dans un volume V 
à celui d’une intégrale double étendue au côté extérieur de la surface 
qui limite ce volume. 

Supposons d’abord que la surface S ne soit rencontrée qu'en deux 
points par une parallèle à l'axe des z; alors la surface S se partage 
en deux autres S, et S,, l’une inférieure limitant le volume par au 
dessous, l’autre supérieure limitant le volume par au dessus, et dont 
nous désignerons respectivement les ordonnées par %, et (& < 22). 
Ces deux ordonnées seront des fonctions continues de x et y à lin- 
térieur du domaine D limité par le contour apparent de $ sur le 
plan xy. 

Si l’on effectue une première intégration par rapport à z, il viendra 
donc 


[LS de au as = [LR (av 2) dy ds — [| R (e, y, x) dy de. 
D D 


Considérons ces deux intégrales doubles avec leur signe. Elle revien- 
nent à des intégrales prises respectivement sur les surfaces $, et S,, 
mais la première s’étend au côté supérieur et la seconde au côté 
inférieur. Dans les deux cas, c’est le côté extérieur de la surface S, 
de sorte que les deux intégrales prises ensemble s'étendent au côté 
extérieur tout entier de S et l’on trouve la formule (10). 

La formule (10) subsiste, si le volume V estlimité latéralement 
par des portions de cylindres parallèles à l'axe des 3, séparant l’une 
de l’autre deux surfaces $, et S, analogues aux précédentes. En effet, 
les portions de surfaces parallèles à Oz ne donnent que des intégrales 
nulles et il n’y à pas lieu d’en tenir compte. 

Enfin la formule (10) subsiste, quelle que soit la surface qui limite 
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le volume V, car on peut toujours découper le volume V en mor- | 
ceaux limités par des surfaces satisfaisant aux conditions supposées 
jusqu'ici. On pourra appliquer la formule (10) à chaque morceau et, 
en additionnant les résultats, on trouvera la formule sous sa forme 
générale. En effet, les intégrales étrangères relatives aux surfaces 
qui séparent les morceaux, sont étendues successivement aux deux 
côtés de ces surfaces, car chaque côté est extérieur relativement 
à l’un des deux morceaux limitrophes. Donc ces intégrales se 
détruisent. 
On établit comme la formule (10) les deux formules analogues : 


[IL D dx dy dx — f{Paa, (ff Se de du ds — (( as ae 
S à J Jv dy S 


et, en les ajoutant, on trouve la formule générale de Green 


(11) ff (+ 2Q : ren dadydz = || Pdy da + Qdada-+ Rx dy, 
S 


les intégrales de surfaces étant toujours extérieures. 


3 1. Expressions des volumes par des intégrales de surface. — Si l’on 
fait P=x, Q = R — O dans la formule précédente, on trouve la 
première des deux formules suivantes, les autres s'obtenant par 
analogie : 


(12) V= [fa du ds = [[ y dx de — ff de ay; 
S S Si 


elles expriment un volume par une intégrale étendue au côté exté- 
térieur de sa surface frontière. En les ajoutant, il vient 


= % [fo du ds + y dx da Lx dx dy. 
JS 


D'où, par l'introduction des cosinus directeurs de la normale exté- 
rieure, 


V— 3 [ [ta cos X + y cos Y ++ cos 7) ds 
/ 5 ; 


Ge résultat est facile à transformer. Si l’on désigne par (r, n)} l’angle 
de la normale extérieure avec le rayon vecteur r issu de l’origine, on a 
æ cos X + y cos Ÿ + 3 cos Z — r cos (r, n). 


D'où, eu égard à la formule (6) du n° 26 qui exprime ds, 


(13) ee sf r Cos (r,n) do — Ai r* sin 0 d0 de. 


NE — 


Cette dernière intégrale s'étend au côté extérieur de S et s’inter- 
prète facilement par la précédente. 


32. Volumes en coordonnées curvilignes. Détermination de l'élément 
de volume. — Reprenons les formules de transformation du .n° 29 


& = %] LE 4Y RER 4} z = p(Ë,n, 6) 


et supposons qu’elles fassent correspondre uniformément les points d’un 
volume V limité par une surface $S dans l’espace x y z et ceux d’un volume 
Q limité par une surface X dans l’espace Ë n €. On aura, en appliquant à 
l’une des intégrales (12) du n° précédent la formule de transformation (9) 
du n° 29, 


vf [LAS 


Nous savons que l’intégrale étendue à S l’est au côté extérieur, mais 
nous ignorons encore sur quel côté est prise l'intégrale étendue à £. 
Nous allons le reconnaître en observant que V doit être positif. 

Transformons par la formule de Green l'intégrale étendue à Z dans 
une intégrale triple étendue à Q. Il faut poser : 


dx, y) 
d(£, À) 


re A) y à AY Han | 


d(Ë,n) 


d(æ,y) __ d(æ,y) re __d&y) 
OM TAT 


auquel cas, l’on a, en désignant par J le jacobien de la transformation, 


OP  0Q OR Oz d{x,y) __ d(æ,y,2) 
da où or ont) Ra ee 


car on vérifie immédiatement que les dérivées secondes se détruisent. La 
transformation de (Green donne donc, en choisissant le signe + ou 
— suivant que l'intégrale a été étendue au côté extérieur ou au côté 
intérieur de 2 


(14 | vf] rar -[[L | dédndt. 


C’est la formule générale pour le calcul des volumes (!). 

Si J est > O, il faut prendre le signe + dans la formule précédente 
et l'intégrale étendue à Z l'est au côté extérieur ; de même, si J < 0, 
cette intégrale s’étend au côté intérieur. Les côtés extérieurs sont con- 


(4) Cette démonstration postule l’existence des dérivées secondes de æ, y, 3 
On fera disparaître cette restriction comme dans le cas de deux variables 
(n° 20). D'autre part, les surfaces S et Y ont été soumises à des restrictions. 
Pour étendre la formule (14) au cas d’un volume V limité par une surface 
quelconque, il suffit de l'appliquer à un volume V' satisfaisant aux conditions 
de la démonstration et de faire tendre V! vers V. La formule subsistera à la 
limite pourvu seulement que V soit déterminé, 


Un 


sidérés comme correspondants par définition. Donc les intégrales sur S 
et sur 2 sont étendues aux côtés correspondants ou aux côtés inverses 
de ces deux surfaces suivant que J est positif ou négatif. 

La règle qui termine le n° 29 est ainsi établie pour deux surfaces 
fermées. Elle subsiste pour deux portions de surfaces quelconques, car 
on peut les considérer comme des portions de surfaces fermées. 


L'expression | J | dé dn dE sous le signe d'intégration dans la formule 
(14) s’appelle l'élément de volume dans le système de coordonnées Ë, 
n, 6. On peut la transformer. 

L'élément d'arc ds? — dx? + dy? + dz? est une forme homogène du 
second degré en dé, dn, d&, qu’on peut écrire 


ds? = H,df? + H,dn? + H,dC? EL 2F,dndt + 2F,dK dé + 2F,dédn, 
en posant, en abrégé, 


_ {0x 2 da 2 dœ 2 kon 0y 2 Se de 2 
FREE me) + SEE D) + Baie ) + 


__ dx ox  Ôy dy, 0x Ôz __0æ 0x _ dx 0 
M mA mn RE tr Pet 


Son discriminant M sera 


es 


(A 
| 


[HR 
F,H,F, 


œ 


Or il suffit d'élever J au carré par la règle habituelle de formation du 
carré d’un déterminant pour obtenir J? = M. 
L’élément de volume est done égal aussi à VM dE dn dé, 


On dit que le système des coordonnées #, n, C est orthogonal si F, — 
d, = F, = 0. Dans ce cas, on a 


As? = H,dé? + H,dn? + H.dt2 
et l'élément de volume devient VH, H, H, dédndt. 


Le système des coordonnées polaires dans l'espace est orthogonal, 
car des relations 


æ = r sin 0 cos y, y =rsin0sine, z =rcos 6, 
on tire directement 
ds? = dr? + r?d0? + r? sin?0do?, 
L'élément de volume en coordonnées polaires est donc r°? sind drdûde, 


Ce résultat est facile à obtenir par des considérations géométriques 
directes. 
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33. Transformation des intégrales triples. — Soit à transformer une 


intégrale triple 
[ff f\æ, y, +) dæ dy dz 
V 


en une autre étendue à un volume Q dans l’espace Ë, n, €. Les formules 
de transformation 
Et di (E,n, €), y == 9, (Ë, ur df HAUT n. €) 
sont supposées établir une correspondance uniforme entre les points des 
deux volumes V et Q. On aura k 
(æ, y, 2) 


(15) [forte y, ai de ày ds = [ffre y,2 ae 1, 0) 


La démonstration est la généralisation immédiate de celle qui a été 
donnée dans le cas de deux variables n° 18). 
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34. Intégrales curvilignes dans l'espace. Formule de Stokes. — La 
notion des intégrales curvilignes s’étend d'elle-même à l’espace. Décri- 
vons un arc de courbe L sur lequel æ varie en croissant ou en décrois- 
sant constamment de a à b. Les derx autres coordonnées y et z seront 
fonctions continues de æ entre a et b, de sorte que toute fonction con- 
tinue P (x, y, +) des trois variables est une fonction composée de æ le 
long de la courbe L. Nous poserons, par définition, le sens du parcours 
sur L et l’ordre des limites a et b se correspondant, 


b 
fra P dx. 


Cette première définition de l'intégrale curviligne s ’étend immédiate- 
ment à toute ligne L composée de plusieurs segments consécutifs sur 
chacun desquels æ varie dans le même sens ou reste constant l'intégrale 
sur le segment étant nulle dans ce dernier cas). Enfin, faisant la somme 
de trois expressions définies d'une manière analogue, on trouve 


[ce dx + Q dy +R dz), 
D 


ce qui est le symbole général d'une intégrale curviligne sur la ligne L. 


Passons maintenant à la formule de Stokes, qui a pour objet de rame- 
ner une intégrale de surface à une intégrale curviligne effectuée sur le 
contour qui limite la surface. 


Soient S une portion de surface limitée par une ligne L et P (x, y, 4) 
une fonction continue de æ, y, z sur cette surface. Nous commencerons 
par établir la formule suivante : 


0P oP 
(16) I { fe Sd du — Ge de as | [ Paz, 


qui est un cas particulier de celle de Stokes. 


sn AT =— 


Supposons d’abord que le plan tangent soit oblique au plan æy dans 
toute l’étendue de S, sauf peut-être sur le bord. La surface S aura un 
Côté supérieur et un côté inférieur ; elle se projettera sur une aire D du 
plan æy, bornée aussi par un contour simple C qui sera la projection 
de L ; enfin l’équation de la surface pourra se mettre sous la forme 


5 = 9(x, y), 
où w est une fonction continue admettant des dérivées partielles p et 9. 
Pour fixer les idées, admettons que l'intégrale de surface de la for- 
mule (16) s’étende au côté supérieur de S. Soient cos X, cos Y, cos Z 
les cosinus directeurs de la normale supérieure (cos Z > O0) ; on aura 
(n° 28) 


[Garar — aau ) = [(C cos 7— cos v Ja 


Mais les cosinus sont proportionnels à — p, — q et 1, de sorte que 
le quotient cos Y : cos Z est égal à — 9. Il en résulte, en désignant 
encore par P,{x, y) ce que devient Plx, y, z) quand on remplace 4 par 
(x, y), que l'intégrale précédente devient successivement 


[for + 298) c08 2 40 = f (C4 6) aa dy — JS ray. 


Donc l'intégrale de surface est réduite à une intégrale double étendue 
à l'aire D du plan æy. Par la formule de Green (n° 12), celle-ci peut se 
transformer dans une intégrale curviligne étendue au contour C de l’aire 
D dans le sensidirect (sens de la rotation de Ox vers Oy). Il vient 


I 


car les deux intégrales curvilignes sur C et sur L ont la même significa- 
tion, pourvu que le parcours sur L se fasse aussi dans le sens de la 
rotation de Ox vers Oy. Donc l'intégrale sur L est égale à l'intégrale de 
surface. 

La formule (16) est ainsi établie dans un cas particulier : l'intégrale 
de surface s’étend au côté supérieur et l'intégration curviligne se fait en 
tournant dans le sens de la rotation de Ox vers Oy. Si l'intégrale de 
surface s’étendait au côté inférieur, la formule subsisterait en renver- 
sant le sens de l'intégration curviligne. 

Mais on peut comprendre les deux cas dans une seule règle, 

Imaginons qu'un observateur placé du côté des z- positifs et marchant 
sur le plan y, décrive un cercle autour de l’axe Oz en tournant dans 
le sens de Ox vers Oy ; l’intérieur du cercle sera soit à sa droite soit À 
sa gauche. Nous dirons, d’une manière générale, qu’un observateur qui 
marche sur un côté FES miné d’une surface et parcourt un contour fer- 
mé tracé sur ce même côté, décrit le contour dans le sens direct, si 
l'intérieur se trouve par rapport à lui du même côté (droit ou gauche) 


DR dxdy = [P, dx = (Pa, 


AR > 


que le cercle dans le cas de tout à l'heure. D’après cette définition, le 
sens direct change pour un même contour suivant le côté de la surface 
où il est tracé. La distinction des deux cas disparaît pour la formule (16) 
en énonçant la règle suivante : dans la formule (16), l'intégrale curvi- 
ligne est effectuée dans le sens direct relativement au côté considéré de 
la surface. 


Pour faire disparaître les restrictions imposées au plan tangent et 
étendre la formule (16) à une surface S de forme quelconque, mais ayant 
deux côtés distincts, il suffit de partager la surface en morceaux et de 
raisonner comme dans le cas de la formule de Green. On aura seulement 
à considérer des lignes de partage tracées sur la surface au lieu de sur- 
faces de partage, Nous ne recommencerons pas cette démonstration. 


Arrivons maintenant à la formule générale de Stokes. 


Soient P, Q, R trois fonctions continues de x, y, z ainsi que leurs 
dérivées. On obtiendra deux autres formules analogues à (16) par une 
permuiation circulaire simultanée des lettres P, Q. R et x, y, z. En 
ajoutant les trois formules on trouve 


OP  0Q A) (S- &) 
ACROSS on ) dvd + 5 dzdx 
= | Pax + Qdy + Raz. 

L 


C’est la formule générale de Stokes, l'intégrale curviligne doit être 
effectuée dans le sens direct retativement au côté considéré de la sur- 
face. Si les axes sont donnés comme d'habitude, les rotations de Ox 
vers Oy, de Oy vers Oz et de Oz vers Ox, se font dans le sens de celle 
des aiguilles d’une montre pour un observateur debout sur le plan de la 
rotation du côté du troisième axe. Dans ce cas, le sens direct est celui 
qui laisse l’intérieur de l’aire à droite. C’est l'inverse de ce qui avait 
lieu dans le plan, et cela provient de ce que les axes Ox, Oy ne sont pas 
choisis d’habitude avec le même sens de rotation dans l’espace que 
dans le plan, 


EXERCICES. 


1. Intégrale de Gauss. Soient S une surface fermée, M un point fixe, 
r le rayon vecteur issu de M, (r, n) l'angle de r avec la normale exté- 
rieure à la surface, Selon que M est à l’intérieur de la surface, en dehors 
d'elle ou sur la surface, on a 


NES ruse = {nr O0, ou 2rT. 


R, On remarque que l'élément de cette intégrale représente l'angle 
solide sous lequel l’élément do est vu de M. 


AU 
2. Coordonnées elliptiques. Considérons les quadriques homofocales 
x°? y? x? 
PIRE NN OPNTENNRE 


Pour chaque système æ, y, z, cette équation a trois racines À,, À,, À 
[e LA, <b <<, < a < À] que l’on appelle les coordonnées elliptiques 
du point x, y, #. Par chaque point passent donc trois surfaces, un 
ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes et un hyperboloïde à une 
nappe. On a 
_ (A;—a)(a—à,)(a—X,) 2x dx dÀ, dÀ, 
DO ONTRer) (a—c) NRA TE Zi 


T° 


et d’autres équations analogues en permutant circulairement xyz et abc. 
Montrer que le système est orthogonal et calculer l’élément de volume 
VH,H,H, dldhdhs. 

R. On trouve, H, et H, s’obtenant par permutation circulaire, 
(3—k)(o—A) 
AE, = = ——, 
 (A—a—b),—0) 


S 4. Formules usuelles de cubature et de quadrature, 
Applications. 


35. Volumes en coordonnées rectangulaires et polaires. — Un solide 
étant limité en tous sens par des surfaces planes ou courbes, les 
points de ce solide forment un domaine D. En axes rectangulaires, le 
volume du solide est donné par l'intégrale triple (n° 13) 


GE v— ff dx dy de. 


Les intégrations peuvent se faire de différentes manières : 


4°) Sommation par tranches parallèles. Soient a et A les valeurs 
extrêmes de x dans D. Désignons par D, la section du solide par le 
plan æ normal à Ox, ou encore le domaine du point y: dans cette 


section. On aura 
À 
v= | az | [ dy dx. 
(4 D, 


Mais l'intégrale de dydz+ représente l'aire (fonction de x) de la 
section D,, de sorte qu'il vient | 


(2) v= (gt) dx. 


ER ce 


Donc, quand on connaît (x), la détermination de V est ramenée 
à une simple quadrature, Quand on emploie la formule (2), la somma- 
tion des éléments se fait par tranches parallèles. En effet, l'élément 
© (x) dx de l'intégrale est la valeur principale du volume de la tranche 
du solide comprise entre les plans æ et æ + dæ. C’est la formule (2) 
qu'on a appliquée dans la première partie du cours. On pourrait en 
écrire deux autres analogues relatives à y et à 2. 


20 Sommation par filets prismatiques. Effectuons maintenant dans la 
formule (1) une première intégration par rapport à +. Supposons que 
la surface du solide ne soit coupée qu’en deux points par une paral- 
lèle à O3. Soient 3, et x, les ordonnées fonctions de x, y de ces deux 
points. Désignons enfin par D, l'aire de la portion du plan æy sur la- 
quelle se projette le solide, aire limitée par le contour apparent de ce 
dernier. On aura 


(3) v=[[ dæ dy (° di — [[ (& — 2) de dy. 


La détermination de V est ramenée à une intégrale double, On dit 
que la sommation des éléments se fait par filets prismatiques, parce 
que l'élément (x, — z,) dx dy de cette intégrale est la valeur princi- 
pale du volume d’un filet compris entre deux plans x et x + dx per- 
pendiculaires à Ox, et deux autres y et y + dy perpendiculaires à Oy. 

La formule (3) se simplifie lorsque, le solide ayant une base plane B 
dans le plan xy lui-même, est limité latéralement par une surface cy- 
lindrique parallèle à 03 et supérieurement par une surface 3 = f(x, y). 
La base B constitue alors le domaine D,; ona 2, — O0 et, —"3; 
d'où | 


(4) V = ff 2 dx dy. 


4° Sommation par filets prismatiques en coordonnées semi-polaires. 
La sommation par filets prismatiques se fait souvent au moyen des 
coordonnées semi-polaires z, r et 6. Cela revient à se servir des 
coordonnées polaires r et 0 dans le plan y. Transformons ainsi 
l'intégrale (4) : il faut y remplacer dx dy par r dr dû, ce qui donne 


(5) ve f [ Pr O: 


L'intégration s'étend au domaine du point (r, 6) dans la base B. 


A —— 


5° Sommation par tranches sphériques. Supposons que nous con- 
naissions l'aire  (r) de la section faite dans le solide par la sphère de 
rayon 7 ayant son centre à l’origine. Le volume de la tranche sphé- 
rique comprise entre les sphères r et r + dr aura pour valeur princi- 
pale © (r) dr. Il vient donc 


(6) Es OL 


L'intégration s'étend aux valeurs de r pour lesquelles la sphère 
coupe le solide. Gette formule est peu employée, on se sert plutôt 
des suivantes que nous allons en déduire : 


60 Sommation par filets coniques (coordonnées polaires). L’aire que 
nous venons de désigner par w(r) est généralement donnée par ln 
tégrale double (n° 26, LOUE 5) 


n = [fre sin8 dû de. 


En substituant cela dans la formule (6), il vient 


(7) Vi [sin 6 ar a de, 


l'intégrale s rendent au domaine de (r, 0, ») dans ie solide à évaluer. 
C’est la formule générale pour l'évaluation des volumes en coor- 
données polaires. 

Supposons que le rayon vecteur ne coupe la surface du solide 
qu’en deux points. Soient r, et r, les valeurs, fonctions de (0, ©), de r 
en ces deux points. Désignons par K le domaine de (8, +) dans le 
solide. On peut effectuer la première pie par rapport à r, ce 
qui donne 


di 
(8) = SJ (r5— r}) sin 0 48 de, 


En particulier, si l’origine est dans l’intérieur du solide et que le 
rayon vecteur ne coupe sa surface qu’en un seul point, il faut faire 

== 0 dans la formule précédente. Il vient, r se rapportant à la sur- 
face, 


(9) V= 5 [de (fre sin6 dv. 
#0 O 


Dans ces deux dernières formules, l’élément de l'intégrale est le 
volume de l’élément-conique du solide compris entre les deux cônes 


Te 


6 et 6 + dû (de révolution autour de Oz) et les deux plans + et p + dy 
(passant par 0). 
Nous allons donner quelques applications de ces formules. 


36. Exemple de sommation par filets prismatiques. — Soit à calculer 
le volume compris entre le plan xy, le paraboloïde elliptique 
3—=ax +R y | 
et le cylindre vertical qui a pour base l’ellipse 
x? VF 
PORTE OL 
La base du solide est plane, c’est la portion B du plan intérieure à 
cette ellipse. La formule (4) donne 


V= (fx dx ày aff a da dy +8 [| ye dx dy. 


Les valeurs extrêmes de x dans B sont — a et + a; les valeurs 
extrêmes de y pour un même x se tirent de l'équation de l’ellipse, 
elles sont 


D PRE ER IIS 
Vo a Var — d?, Hh= Ya 
Il vient donc 
+ + LEE RENE 
[ [ a*dx dy =[ “asax | Ne dy = a (ay de = % f'atdoVar — x? 
B 4 —Y9 0 & Jo 


Par le changement de variables x = a cos w, cette expression 
devient 


T T 
LA ab (> T 
Aa |? sin’o cost pde = | (1 — 08 4) de = ah: 
L'intégrale de ydx dy dans B sera ab +0 car elle se déduit de la pré- 
cédente par une simple permutation de lettres. Il vient donc 


V=7 ab (« a? + 8 b°). 


37. Emploi des coordonnées semi-polaires. Problème de Viviani. — 
On coupe un cylindre circulaire droit indéfini par une sphère dont le 
centre se trouve sur la surface du cylindre et dont le rayon a est égal au 
diamètre de la section droite du cylindre. Calculer le volume commun à 
la sphère et au cylindre. 


LUCE 


Prenons l’origine au centre de la sphère, l'axe des + parallèle au 
cylindre. La section droite du cylindre par le plan xy est un cercle 
passant par l’origine. Menons l'axe des x par son centre ; l'équation 
de ce cercle sera, en coordonnées polaires, 


— a COS 0 
et celle de la sphère, en coordonnées rectangulaires, 
dt y + 2 — 0, 
d’où, en coordonnées semi-polaires, 
= + Va 7. 
Cherchons d’abord le volume V commun à la demi-sphère située 


dans la région des 3 positifs et au demi-cylindre situé dans celle des y 
positifs. Ce volume à pour base B dans le plan xy la demi-section 


droite dans laquelle 4 varie de O à 5 D'autre part, pour un même 8, 
r varie dans cette base de O à a cos 4. Il vient donc, par la formule (5), 


LE a cos0 LIEN Es Le a Le 
V=[fzrarai— [fai f rar 5 [#1 — sin 6) 46 
B o | 3 Jo 


= f À — sin 4 + sin 4 cos? 0)40 — (é à) 4 
a) QU ar ou 


Pour avoir le volume entier commun à la sphère et au cylindre, il 


faut quadrupler ce résultat, ce qui donne A a. Le premier 
terme est égal au volume de la demi-sphère. Donc l'excès du volume 
de la demi-sphère située du côté des x positifs sur celui qu’en détache le 
cylindre est égal au neuvième du cube du diamètre. C’est un exemple 


classique d’une cubature qui se fait exactement. 


38. Quadrature des aires courbes en coordonnées rectangulaires et 


polaires. — Les intégrales les plus employées pour évaluer l'aire 
d'une surface courbe S sont celles du n° 21 : 
_ (( da dy _ j DONNE HE VE 
(10) s= [ men M (VTFP ra, 


étendues à la projection D de S sur le plan xy, et celle qu’on en déduit 
par l'introduction des coordonnées polaires r et 0 dans le plan xy : 


a) sal ar 


Lun Le 


_Onse sert plus rarement des coordonnées polaires (r, 0, ®) dans 
l'espace qui conduisent à l'emploi des intégrales : 


(19) s= ff ed de =f| 


étendues au domaine de (0, ©) sur la surface (n° 26). On se rappelle 
que (r, n) désigne l’angle du rayon vecteur avec la normale et P la 
distance de l’origine au plan tangent. 


r3 Le 


39. Exemple : Aire du dôme de Viviani. — Les données étant les 
mêmes que dans l'exemple du n° 87, il s’agit de trouver l'aire de 
la portion de surface sphérique comprise dans le cylindre. 

Conservons les mêmes axes que précédemment et considérons 
seulement la demi-sphère située dans la région des 3 positifs et le 
demi-cylindre situé dans celle des y positifs. Soit S l’aire de cette 
demi-sphère comprise dans ce demi-cylindre, sa projection sur le 
plan xy est l'aire B considérée dans le n° 37, de sorte que l’on a 


| dx dy er: 
 JBcosZ Î COS Z 


Ce cosinus s'obtient de suite, car on a 3 = a cos Z, d'où 


Portons cette valeur dans l'intégrale double; les limites de r et de 4 
sont les mêmes que dans le n° 87, il vient donc 


TT T 
(bon CO COS ET LT 
| as | | (1 — sin 0) 48= (F1 Jo. 


Pour avoir la portion de la surface sphérique comprise dans le 
cylindre, il faut quadrupler ce résultat, ce qui donne (2x — 4) a*. Le 
premier terme est égal à l’aire de la demi-sphère. Donc l’excès de la 
surface de la demi-sphère située du côté des x positifs sur celle que le 
cylindre en détache a pour valeur 4a?. Donc cette aire est exactement 
quarrable. C’est le premier exemple qu’on ait trouvé d’une surface 
courbe exactement quarrable. 


ÆO. Quadrature des aires courbes en coordonnées curvilignes. — La 
formule générale que nous avons établie au n° (25) 


(13) = [ 1, VEG — F? du do 


= 


est aussi d’un grand usage. Elle ramène, comme les précédentes, le cal- 
cul de l'aire S à une intégrale double. Mais il y a trois cas principaux 
dans lesquels cette quadrature se ramènera immédiatement à une inté- 
grale simple : 


1° Surfaces engendrées par le mouvement hélicoïdal d'une courbe. 
On appelle mouvement hélicoïdal celui qui se compose d’une rotation 
et d’une translation dont les axes coïncident, Prenons l'axe du mouve- 
ment pour axe des æ et soient X — vo {w), Y — Ÿ /u) les équations de la 
section de la surface par le plan æy. Lorsqu'elle aura tourné de l’angle v, 
sa translation sera av (a constant) ; le point (X, O, Y) sera venu en 
(æ, y, z) où l’on a : 
æ = X + av, y = Y cos v, 3 = Ÿ sinw, 
ce qui donne une représentation de la surface en coordonnées curvi- 
lignes x, v. En accentuant les dérivées par rapport à v, on a 
ds? = (X° + Y?) he? + 2a X' du do + (Y? + a?) de?, 
par suite, 
EG—F—= Yr(X?2-+H V2) HE az y, 
Cette expression ne dépendant que de w, l'intégration par rapport à v 
dans la formule (13) sera immédiate. 

20 Surfaces de révolution. Si la translation est nulle dans le déplace- 
ment précédent, la surface est de révolution. Dans ce cas, « — 0, d'où 
VEG—F?=— YVX"® + ve, 

Par conséquent, l'aire engendrée par une révolution entière de la sec- 
tion génératrice sera, en appelant s l’arc de cette section, 


S = (Y VX EVE du [ do = 27 [du VRT EE = 22 [ Ya. 
ke | 


C’est la formule obtenue dans la première partie du cours. 


3 Surfaces réglées. Elles sont définies en coordonnées eurvilignes «, v 
par trois équations : | 
= @ +0, u, y=a+uu, 3 = 43 +ogu 

où les a, b dépendent de v seul. Désignons leurs dérivées par des accents, 
il vient | 

ds? = [(a! + blu)? + +] de? + 2 [al 6, + +] du do + [62 + .….] dut 

On aura donc, M, N, P dépendants de v seul, 
| EG — F? = M +2 Nu -L Pu? 


L'élément d’aire ne contenant que la racine carrée de ce trinôme, nous 
saurons l'intégrer par rapport à w (1'e partie, n° 178), 


EU 


41. Aires limitées par des lignes d'égale déclivité. — Appelons lignes 
d'égale déclivité d’une surface, celles sur lesquelles Z est constant. Dans 
beaucoup de cas importants, pour les surfaces du second degré par exem- 
ple, on obtient immédiatement l'aire E de la projection sur le plan xy 
d’une portion S de surface limitée par des lignes d’égale déclivité. La 
détermination de l'aire S ne dépend plus alors que d'une intégrale simple. 

En effet, appelons AE l’accroissement de E entre les projections de 
deux lignes successives (Z) et (Z -+ AZ) ; l'accroissement correspondant 
de S sera AE : cos (Z + 0AZ) en vertu du théorème du n° 22. Done, si 
l’on considère d’abord Z comme fonction de E, on aura, en faisant tendre 


les AE vers O, 
AE dE 


cos(Z+0AZ) J cosZ 
Si l’on veut calculer l’aire S comprise entre deux lignes (Z,) et (Z:), 
on aura, en prenant Z comme variable, 


Ze dE W/ 
, dZ cos Z 
Â 


S = AS = 2 


S — 


A2. Aire de l’ellipsoïde. — Comme application de la méthode du 
n° précédent, cherchons l'aire de l’ellipsoïde 
x? 2 g? 
++ Tis=l G>b> 
I1 faut d’abord déterminer la projection de la ligne sur laquelle cos Z 
a une valeur constante w. Nous obtiendrons son équation en tirant de 
l'équation de l’ellipsoïde les valeurs de p et de g en fonction de æ, y et 
en portant ces valeurs dans la relation 


1 
LED RUES 
Cette équation se met facilement sous la forme 


2 PT 2 nn -n2 72 2 PAL ES 
Gé A À RENE PE), en posant |, crie, 


a \ 1—w db L 1—u Ci 


Donc la projection cherchée est une ellipse dont on connaît les demi- 
axes et, par conséquent, l’aire E. On a 


1— 4? A? = 1] — 0? u?, 

ANT A —]1—/fu. 

Comme # (ou cos Z) varie de 1 à O pour la nappe supérieure de l’ellip- 
soide, l’aire totale de la surface sera 


E — 7x ab en posant 


o du ua 


Edu du du, 


PCR: FRE 


d'autre part, en différentiant, 


AA' «2 A' 62 A AA’ CAN A 
ha À du — À PET Qu = — À aber À 
a A! du du 
DD ro PAT ANS (A HART 
d'où, en substituant, 
Edu ANNEES ENS du 
— DEN émet: bord 
” Fab] d ë A du (1 — «) ir | 


Par suite de cette relation, on a 


dE ne + du 


1—u? 
DATE 4 8 [Rd ne) [| 


D’après cela, l’aire totale $S de l’ellipsoide sera 
S F1 — 02 — A? A® | A! n (* du 
nn aan een Le ré lan 
ou, en remplaçant dans le terme aux limites A et A' puis « et B par leurs 


valeurs, 
S $ : 
2 r ab = te (dut (a [KE 


Ces intégrales se ramènent aux intégrales elliptiques de Legendre 
(&. I, n° 295) par la substitution « w — sin +. L'expression de S : 2xab 
devient ainsi | 


ce _ farcsin a aa farce sin & dy 
+] deV1 — Æ? sin? y = | | — 
ab 0 “ ï M 0 VI — ZX? sin? 9 


| 2 2 
où l’on a posé A=$:a— (1 — 2) ; A — PA quantité < 1 par hy- 
pothèse, | 


EXERCICES. 


1. Aire de la portion de la surface conique 4° = 2 y comprise entre 
les plans & = 0, æ = a, y = 0, y = 6. 


ab 
R. s—\/T @+) 


2 2 
2, Aire de la portion du paraboloïde 3 — Sa + . comprise dans la 
sphère æ&? + y? + (z — cc = c. 
R. S—47c Vab. 


8. Aire du même paraboloïde mais intérieure au cylindre SLR J° 1. 


b? 
3 
R. MS de (2 11° ) 


TIRE 


4. Aire du même paraboloïde à l’intérieur d’une courbe d'égale 
déclivité Z. 
27 ab 1 ; 
R. S = se co 70 
5. L’aire totale de la surface d’élasticité de Fresnel (podaire de 
l’ellipsoïde) | 
(a? + y L 22)? — a? x? L by? + © 2? 
est égale à celle d’un ellipsoïde qui a pour demi-axes bc : a, ca : b, ab: c. 
R. On calculera l’aire de la surface proposée par la formule (12) et 
celle de l’ellipsoïde par la formule (13), en posant 
DCR CARE : ab 
æ = —— Sin % COS 5, y = ——sinwsinV, Z = —— COS 4. 
a b L 
6. Volume commun au paraboloïde et au cylindre de l’exercice 8. 
R. On décompose en filets prismatiques. Les intégrations sont faciles. 


7. Volume compris entre la sphère de rayon a qui a son centre à 
l'origine, le plan XY et le cylindre æ? (x? + y?) — a? (x? — y?) = 0. 

R. On décompose en filets prismatiques par les coordonnées semi- 
polaires. On trouve 


fr à 


S 5. Intégrales multiples les plus générales. 
Ensembles. 


Nous n’avons étudié dans les paragraphes précédents que des inté- 
grales doubles ou triples. De plus, les fonctions considérées étaient 
soumises à des conditions de continuité dont on peut s'affranchir. La 
théorie tout à fait générale des intégrales multiples que nous allons 
exposer maintenant est une extension naturelle de celle que nous avons 
faite pour les intégrales simples dans le premier volume (Chap. VI, $ 3). 


Æ3. Définition d'un domaine rectangulaire à x dimensions et de son 
étendue. — Soit +, y, un système de n variables indépendantes qui 
peuvent prendre respectivement toutes les valeurs comprises dans les 
intervalles (a, A), (b, B),... Leur domaine de variation se représente 
géométriquement par un rectangle dans le cas de deux variables, par 
un prisme rectangulaire dans le cas de trois. Mais, au delà, la repré- 
sentation géométrique fait défaut. Cependant nous dirons encore, par 
analogie, que les variables varient dans un domaine prismatique rec- 
tangulaire ou, en abrégé, dans un domaine rectangulaire. 

- Tout système de valeurs de æ, y, comprises dans les limites précé- 
dentes est un point du domaine ; chacune des quantités +, Y,-.. est une 
coordonnée de ce point, Les différences À — a, B — b,... sont les 
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dimensions du domaine rectangulaire. L’éténdue R du domaine est, par 
définition, égale au produit (A — «\ (B — à)... de toutes ses dimensions, 

La notion de l’étendue d’un domaine non rectangulaire est plus com- 
pliquée. Les définitions générales relatives à l'étendue se trouveront 
plus loin dans la théorie des ensembles (n° 53). 


44. Théorème de M. Darboux. — Soient +, y... des variables dans 
le domaine rectangulaire R étendu aux intervalles (a, A) de x, (8, B) de 
y,.… Décomposons chacun de ces intervalles en éléments consécutifs par 
des points intermédiaires. 

Soient ,, à... les éléments de l'intervalle (a, A), y:, 72, ceux de 
(b, B), ete. Le domaine R sera décomposé, en même temps, en éléments 
21, 2, Chaque domaine p ne comprenant qu'un seul intervalle élémen- 
taire pour chaque variable. 

Soient f (x, y,.…) une fonction bornée de æ, y,.., M et m ses limites 
supérieure et inférieure dans R, M, et m, ses limites analogues dans ph. 
Formons les deux sommes étendues à tous les éléments p, de R : 


S = >2M, On S—=2Mnpn. 
Voici le théorème de M. Darboux : 


Si l’on fait décroître indéfiniment tous les intervalles Of Yes LES 
deux sommes S et s tendront respectivement vers des limites bien déter- 
minées L et L indépendantes du choix des points de subdivision dans 
chaque intervalle (a, A), (b, B), etc. | 

La démonstration s’appuie sur les deux propriétés suivantes des 
sommes S ets : 


1° Toutes les sommes S et s sont comprises entre MR et mR. Cette 
propriété est évidente. 


20 Si l’on considère un premier mode de subdivision des diverses 
dimensions de R en intervalles élémentaires Ô;, x,..., puis un autre 
obtenu par l’adjonction de nouveaux points de subdivision aux premiers, 
la somme S sera stationnaire ou décroissante, la somme s stationnaire 
ou croissante. De plus, soit à une limite supérieure de l'étendue des 
domaines partiels auxquels on réduit R quand on réduit une seulement 
de ses dimensions à un seui intervalle élémentaire du premier mode de 
subdivision; soit enfin v le nombre total des nouveaux points de subdi- 
visions ajoutés, la variation de chacune des sommes $ et s sera moin- 
dre que y (M — m) à. 

I1 suffit de faire la démonstration pour S. 

Supposons d’abord qu’on n'ajoute qu'un seul nouveau point de sub- 
division et, pour fixer les idées, que ce soit dans l'intervalle Ô; de x. 
Chacun des éléments p, comprenant cet intervalle sera divisé en deux 
autres Pn et on et chacun des termes correspondants M,p, sera rem- 
placé par la somme de deux autres 


My Pn + My pa 


Ne 


où M, et My sont les limites supérieures de f dans En et Pne Cette 
somme est comprise entre M»p» et Mnpr en vertu de la propriété 1° qui 
s'applique à p, comme à R. Donc la somme S ne peut que décroître par 
l’adjonction du nouveau point de subdivision et sa diminution totale ne 
peut surpasser la somme 2° (M, — m,) pA et a fortiori E! (M — m) p» 
étendues à tous les éléments p, dont Ô; est une dimension. La somme 
de tous ces p,, forme un domaine d’étendue < à, donc la diminution de S 
est moindre que (M — m) à. 

Si, au lieu d’un, on ajoute v points de subdivision, on peut, en les 
ajoutant l’un après l’autre, appliquer v fois le raisonnement précédent. 
La diminution de $S sera donc moindre que v (M — »") à, 


La démonstration du théorème de M. Darboux résulte facilement de 
ces deux propriétés. 


Considérons d’abord les sommes $:; elles sont bornées inférieurement 
(propriété 1°), elles ont donc une limite inférieure L. Je dis que S tend 
vers L quand tous les intervalles d,, /x,... tendent vers 0. 

En effet, soit s un nombre positif d’une petite arbitraire; par définition 
de L, on peut trouver une somme $S' < L + e. Cette somme sera fournie 
par un mode déterminé AÀ' de partage des dimensions de R, dont nous 
désignerons le nombre total des points de subdivision par v. 

I s’agit maintenant de montrer qu’une somme quelconque S diffère 
aussi peu qu'on veut de L pourvu qu’elle soit calculée avec des sub- 
divisions 0;, Yx,.. suffisamment petites. Quelque petit que soit le nombre 
positif à, on peut supposer ces subdivisions assez petites pour que tous 
les domaines obtenus en réduisant l’une des dimensions de R à un seul 
intervalle 3; ou yx,... aient leurs étendues < à, Supposons cette con- 
dition réalisés par le mode de partage A et considérons un troisième 
mode de subdivision À!" obtenu en ajoutant les points de subdivision du 
mode A à ceux de À (donc au plus v points). Soit S!' la somme corres- 
pondante ; on aura (Propriété 2) 


S— S'' < v(M—m)àù, 


Mais A"! s'obtient aussi en ajoutant les points de À à ceux de A! de 
sorte qu’on a (Propriété 20) S!! € S'et a fortiori < L + e, Il vient done 
S <L+e+v(M—m)ù, 

Donc $ qui ne peut être moindre que L en diffère aussi peu qu’on 
veut, car, après qu’on s’est donné e aussi petit qu’on veut, v (M —") à 
est encore aussi petit qu’on veut avec à. 

On prouve de même que s tend vers sa limite supérieure L. 


Æ5. Intégrales par excès et par défaut. Fonctions intégrables: leurs 
propriétés. — La limite L s'appelle l'intégrale par excès de f dans le 
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domaine R, la limite / son intégrale par défaut (t. I, n° 222). Nous les 
représenterons par 


== Î NÉ UIs O 1 EE, y de due 
R R 
(1) ë . 
. I LD, y, 20 ER emRON | LOU.) dde 
R R 


L'ordre de multiplicité de l'intégrale est égal au nombre des dimen- 
sions du domaine R, done au nombre des variables æ, y... ou des 


différentielles dx, dy. 
Quand on le peut sans difficulté, on remplace dans la notation de 


l'intégrale, le signe | unique des formules (1) par des signes superposés 
en nombre égal à l’ordre de multiplicité de l'intégrale. 


Les propriétés des intégrales par excès et par défaut étudiées au 
n° 225 du premier volume se généralisent facilement. Remarquons, en 
particulier, que si l'on décompose le rectangle R en plusieurs autres, 
chacune des deux intégrales dans R sera la somme des intégrales ana- 
logues dans les diverses parties de R. 


Pour que la fonction f soit intégrable dans R, il faut que les limites 
et L soient égales. Leur valeur commune I s'appelle l’intégrale de f 
dans R et l’on écrit simplement 


(2) = fre va.) jan = [rep do dy. 


Dans ce cas, l'intégrale peut aussi se définir comme il suit : 


I. L'intégrale de f dans le domaine R est la. limite de la somme 
E f(&n, Ynre..) On étendue à tous les éléments rectangulaires pn de R 
multipliés respectivement par la valeur de f en un point arbitraire 
(ns Yn...) de chacun d'eux, quand tous ces éléments décroissent 
indéfiniment en tous sens. 


Si la fonction f n’est pas intégrable, cette limite n'existe plus, mais la 
somme considérée aura les deux expressions (1) comme limites d’inter- 
mination. Aussi nous ne considèrerons pas alors l'intégrale de f dans R 
ou l’expression (2) comme dépourvue de toute signification. Nous lui 
attribuerons une valeur indéterminée mais comprise entre les intégrales 
par excès et par défaut, 


Les propriétés des fonctions intégrables énoncées au n° 326 du pre- 
mier volume se généralisent aisément. Donc : 


II. Les sommes et les produits des fonctions intégrables dans un 
domaine R sont intégrables dans ce domaine. De plus, l'intégrale d'une 
somme sera égale à la somme des intégrales de (tavre terme. (Intégra- 
tion par décomposition). 
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III, Le quotient de deux fonctions intégrables est intégrable, pourvu 
que la fonction prise comme diviseur ait ses limites supérieure et infé- 
rieure de mème signe. 


46. Expression de la difference entre les intégrales par excès et par 
défaut. — Désignons par dise f(&o, Yo,.….) la discontinuité de la fonction 
fau point æ, Yo... c’est-à-dire la limite de l’oscillation de f dans le 
domaine limité aux intervalles &, + e, Yo Æ n,... quand €, n,... tendent 
vers O0. Le lemme du n° 227 du premier volume se généralise immédiate- 
ment comme il suit : 


Quelque petit que soit le nombre positif donné €, on peut décomposer 
le domaine rectangulaire R en éléments rectangulaires p, aussi petits 
qu'on veut et tels qu'on ait dans chacun d'eux 

My — Mn < An +E, 
où M, — m, est l'oscillation et À, le maximum de la discontinuité de f 
dans le domaine pn. 

Par conséquent, la formule du même n° 227 qui exprime par une inté- 


grale la différence entre les intégrales par excès et par défaut se géné- 
ralise aussi. On a 


he Varar "rar = (a. 7 
R R R ; 


4'7. Réduction des intégrales doubles à des intégrales simples. — Soit 
f\æ, y) une fonction de deux variables, intégrable dans un rectangle R 
borné par les valeurs a et À de x, b et B de y. L'intégrale double 


I (rte, y) dx dy 


est réductible à deux intégrales simples effectuées consécutivement par 
rapport à chaque variable entre les limites du domaine. 

Décomposons l'intervalle (a, A) en m parties consécutives Êyy Oct O 
par les points æ, = à, %,,... &m+1=— A; l'intervalle (b, B) en n par- 
ties consécutives y;, Y2,... yn par les points y, — b, y, Yn +1 = B. Le 
domaine R sera partagé en mn rectangles ayant respectivement pour 
étendues les produits d,yz. 

On a, par décomposition de deux intégrales simples consécutives : 


EfB EfA m n EfYR+1 EfPTi + 1 
[al rentes $ 4 | rep, 
b a i=1k—1 Ur a; 


Désignons par M; et m;x les limites supérieure et inférieure de f dans 
le rectangle &;y1. Dans le terme général de la somme écrite au second 
membre de l'équation précédente, f reste compris entre M, et Mir. On 
a donc | 


; EFYr +1 EfVi +1 
Maëmr > | an | 


ACA y) dx — Min d; Yk: 
V3 


XV 
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Il vient donc, en additionnant toutes les inégalités analogues, 
EfB E/A : 
» > Mn d6 YA J,æ | f(æ, y) dax > > 2 Min CG YR: 
(44 


Faisons tendre tous les d; et tous les y; vers zéro; les deux membres 
extrêmes tendent, par hypothèse, vers l’intégrale double supposée déter- 
minée. Il vient donc 


fe Ce, ÿ) de dy = [ “y [ rl, ) de. 


On a aussi, par un raisonnement analogue, 


D fB D f’A 
[free y) dæ dy — [ dy | F(e, y) dæ. 
R /D a 


Mais, d’après la définition donnée dans le premier volume (n° 224) 
de l'intégrale d’une fonction présentant des points d'indétermination par- 
tielle, les seconds membres des deux équations précédentes reviennent 
aussi aux deux intégrales : 


E fB À D fB À 
[ du | f(æ, y) dæ et [ dy [ f(æ, y) da. 
b a b a 


Celles-ci sont donc égales entre elles et reviennent, par conséquent, 
toutes deux à l’intégrale bien déterminée 


B A 
[ du | f (æ, y) dæ. 


Enfin, comme on peut permuter æ et y dans les raisonnements précé- 
dents, on obtient le théorème suivant : 


A8. Théorème (1). — Si Za fonction f(x, y) est intégrable dans le rec- 
tangle R, les deux intégrales simples 


A B 
[ fæ, y) da, [ f(æ, y) &, 


sont respectivement des fonctions intégrables de y dans l'intervalle (b, B) 
et de x dans l'intervalle (a, À) ; et l’on a 


B À LAURE B 
| [rte da dy — (ay (rte de = far [re av 


49. Réduction des intégrales triples et multiples. — Un raisonnement 
semblable s'applique aux intégrales triples. Si la fonction f (æ, y, +) est 


(4) Certains auteurs (Voir : Otto Stolz, Grundzüge der Differential-und-Inte- 
gralrechnung, Dritter Theïl, Leipzig 1899) semblent contester ce théorème. 
Mais le désaccord vient de ce que ces auteurs ne définissent pas l'intégrale 
d’ane fonction à indétermination partielle, définition qui me paraît naturelle 
et nécessaire. 


pt 


intégrable dans le domaine qui comprend les intervalles (a, A) de æ, 
(b, B) de y, (c, C) de z. L'intégrale triple se ramène à trois intégrales 
simples consécutives effectuées par rapport à chaque variable entre ces 
limites, et cela dans un ordre arbitraire. En particulier, on peut intégrer 
successivement par rapport à æ, y et z, ce qui donne 


C B A 
[f{ fan, 2) de dy de = [las [ay (rte, y; 2) dt. 
R C ) (42 


Le résultat de la première intégration est une fonction de y, z. Cette 
fonction peut n’être pas intégrable par rapport à y, auquel cas le résul- 
tat de la seconde intégration sera une fonction de z présentant encore 
des points d’indétermination partielle. Mais cette nouvelle fonction sera 
certainement intégrable, de sorte que le résultat de la troisième intégra- 
tion sera toujours complètement déterminé, 

On voit immédiatement comment ce procédé de réduction s’étend à des 
intégrales multiples d'ordre quelconque. 


50. Ensembles. Points-limites. Ensembles dérivés, — Soient æ, y... 
des variables. Chaque système de valeurs particulières de ces variables 
s'appelle un point et une collection de points s'appelle un ensemble. 
Celui-ci à autant de dimensions qu’il entre de variables dans la déf- 
nition de ses points. L’ensemble est borné si chacune des variables æ, y... 
est elle-même bornée, 

Soient (a, b,..) et (a', b',..) deux points p et p!; on appelle écart de 
ces deux points la quantité 
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Si l’ensemble est borné, l'écart pp' de deux points quelconques de 
l’ensemble est aussi une variable bornée. La limite supérieure de cette 
variable s'appelle le diamètre de l’ensemble. 

Etant donnée une suite illimitée de points différents p,, Do,.. Dm, 
on dit qu'un point p est la limite de cette suite, si l'écart pp, a pour 
limite O quand n# tend vers l'infini. 

On nomme point-limite d’un ensemble E tout point p (appartenant ou 
non à E) qui est la limite d’une suite de points de E. Done, si p est un 
point-limite de E, on peut, quelque petit que soit le nombre positif à, 
trouver un point de E dont l’écart à p soit < ô. Réciproquement, tout 
point p jouissant de cette propriété est un point-limite. 

Le système des points-limites de E est un nouvel ensemble E! que l'on 
appelle le dérivé de E. 


51. Ensembles complémentaires. Points-frontières. — Soit E un 
ensemble. Si cet ensemble ne contient pas tous les points possibles, les 
points qui n'appartiennentpas à E forment un nouvel ensemble E,. Les 
deux ensembles E et E, sont appelés complémentaires. 

Soit p un point de E, on dit qu’il est intérieur à E et extérieur à E,, 


si l’on peut assigner un nombre positif à tel que tout point p/' dont l'écart 
à p est < Ô soit aussi un point de E. 

Tout point qui n’est ni un point intérieur ni un point extérieur de E 
et qui n’est, par conséquent, non plus ni un point extérieur ni un point 
intérieur de E,, s'appelle un point-frontière de chacun des deux ensem- 
bles E et E,. L'ensemble de ces points constitue Za frontière des ensem- 
bles E et E,. 

Soit 9 un point-frontière. Si c’est un point de E, il y a dans E, des 
points infiniment voisins de p (sinon p serait intérieur à E), donc p appar- 
tient à E, ; de même, si p est un point de E, il appartient à E!. On voit 
ainsi que {es points-frontières sont ceux qui appartiennent à la fois à l’un 
des deux ensembles KE, E, et au dérivé de l'autre. 

On peut encore caractériser autrement les points-frontières. Définis- 
sons une fonction e (x, y,..) égale à 1 en tout point de E et à O en tout 
point de E, ; les points frontières seront les points de discontinuité de 
cette fonction. 


Considérons deux ensembles 8 et E. Si tous les points de 8 sont des 
points de E, nous dirons que l’ensemble & est compris ou contenu dans E. 
Si tous les points de 8 sont des points intérieurs de E nous dirons que 
l'ensemble 8 est intérieur à E. Au contraire, 8 sera extérieur à E si 
tous ses points sont extérieurs à E, 


Tout ensemble E compris dans un domaine rectangulaire R et qui ne 
contient pas tous les poînits de ce domaine admet au moins un point- 
frontière dans ce domaine. 

Le raisonnement étant général, on peut supposer les domaines à deux 
dimensions. Soient p et p!' deux points de R dont » seulement soit. un 
point de E, Faisons varier en ligne droite le point (, y) de p à p'; ce 
point restera dans R, mais la fonction e (æ, y) définie plus haut passera 
de 1 à 0. Comme elle ne passe pas par les valeurs intermédiaires, elle est 
discontinue en un point au moins de la droite pp' : ce sera un point- 
frontière. 


52. Ensembles parfaits (!).— On appelle ensemble parfait un ensemble 
qui contient son dérivé F. | 

Un peut aussi dire qu’un ensemble parfait est un ensemble qui con- 
tient sa frontière. En effet : 1° Un ensemble parfait E contient ses points- 
frontières, car, ceux-ci étant les points communs E et à E: ou à E, et E', 
appartiennent toujours à E ou E/, donc toujours à E si E contient FE. 


(4) C’est la définition de M. Jordan. D’autres auteurs appellent fermés les 
ensembles que nous appelons parfaits et parfaits ceux qui coïncident avec leur 
dérivé. Ces derniers sont aussi parfaits à notie sens, mais ils ne peuvent con- 
tenir de points isolés. Nous préférons éviter le mot fermé, qui a un tout autre 
sens dans la définition des surfaces fermées et sa généralisation (variétés 
fermées), 


5 


20 Réciproquement, un ensemble E qui contient ses points-frontières 
est parfait, car, dans ce cas, aucun point ne peut appartenir à la fois à E, 
et à E! (ce serait un point-frontière exclu de E), donc tous les points de 
E' sont dans E. 


Tout ensemble E! dérivé d'un autre E est parfait. En effet, soient à un 
nombre positif arbitraire et p'! un point limite de E!, Je dis que p'' est 
aussi un point-limite de E. En effet, on peut d’abord trouver dans E' 
un point p' tel que l’écart p'p!' soit < à : 2 ; ensuite, p' étant un point- | 
limite de E, on peut trouver dans E un point p dont l’écart.à p' soit 
< 3 :2, Alors l'écart pp!' est < G. Donc p'' est un point-limite de E et 
appartient à E'. Donc E/ contient tous ses points-limites et est parfait. 


La frontière e d'un ensemble E ou de son complémentaire E, constitue 
aussi un ensemble parfait. En effet, soient p' un point-limite de e et ü un 
nombre positif aussi petit qu’on veut. On peut trouver dans e un point p 
dont l'écart à p' soit < 0 : 2. Supposons que p, qui est un point-frontière, 
appartienne à E et à E; ; alors on peut trouver dans E, un point p, dont 
l'écart à p soit < 9 : 2 et, par conséquent, celui à p' < Ô. Done il existe 
des points p de E et p, de E, dont l'écart à p' est aussi petit qu'on veut. 
Donc p'! n’est intérieur ni à E ni à E, ; c’est un point-frontière et il 
appartient à e. 


53. Etendue d’un ensemble. Théorèmes divers. — Soit E un ensemble 
borné et intérieur à un domaine rectangulaire R d’ailleurs arbitraire. 
Désignons par e (x, y,..) une fonction égale à 1 en tout point de E et à 
zéro en tout autre point, Formons les deux intégrales 


(4) fe (æ, y...) dx du, “fee (æ, y.) dæ dy. 


La première est, par définition, l’étendue extérieure, la seconde l’éten- 
due intérieure de E. Quand elles sont égales, l’ensemble E est mesurable 
et a pour étendue 


E = | e(æ, Y,..) do dy. 
R 
_Appliquons à ces intégrales la relation (3) du n° 46 et remarquons 
encore que disc f'(æ, y,..) — 1 en tout point frontière de E et = 0 en 
tout autre point. Nous obtenons les deux théorèmes suivants : 


I. La différence entre les étendues intérieure et extérieure d'un 
ensemble est égale à l'étendue extérieure de sa frontière. 


II. Pour qu'un ensemble soit mesurable, il faut et il suffit que l'éten- 
due de sa frontière soit nulle. | 


Soient (a, A), (db, B),.. les intervalles qui définissent R. Décomposons- 
les respectivement en parties consécutives d;, yr,.. et, par suite, R en 


M; je 


éléments p» == dr... indéfiniment décroissants. Rappelons -nous alors la 
signification des intégrales (4), nous obtenons le théorème suivant : 


III. L'éten lue intérieure de E est la limite de la somme des éléments 
Pn contenus dans E, l'étendue extérieure celle de la somme des élé- 
ments bn contenant un point au moins de &. Donc 


IV. La différence entre les étendues intérieure et extérieure de E est 
la limite de la somme des éléments p, contenant à la fois des points de E 
et de son complémentaire KE, (donc aussi des points-frontières). 


La comparaison des théorèmes I et IV montre que la somme des élé- 
ments ?, qui contiennent des points-frontières sans contenir à la fois des 
points de E et de E, a nécessairement pour limite zéro. 


Décomposer un ensemble en plusieurs autres, c’est partager ses points 
en plusieurs catégories, chaque catégorie de points formant alors un 
ensemble partiel. On a le théorème suivant :- 


V. Si l'on décompose un ensemble borné et mesurable E en plusieurs 
autres également mesurables E',E",..., l'étendue de E sera la somme de 
celles des parties. 


Soient e une fonction égale à 1 en tout point de E et à O partout 
ailleurs, e!, el... les fonctions analogues relativement à E!, E'",... On a 
e = e! + e'! +... Intégrons cette relation dans un domaine rectangulaire 
R contenant E ; l'intégrale du second membre peut se décomposer et il 
vient E — E'+ ET +... 

Il résulte évidemment de ce théorème que, si un ensemble mesurable 
E! est compris dans un autre E, l’étendue de E/ ne surpasse pas celle 
de E, 


54 Intégrales étendues à un ensemble mesurable. Leurs propriétés, 
Généralisation du théoreme de M. Darboux.— Soit E un ensemble compris 
dans un domaine rectangulaire R et f(x, y...) une fonction bornée dans 
cet ensemble. Désignons par j. une fonction égale à f'en tout point de 
E et à zéro en tout autre point, les intégrales par excès et par défaut 
de f dans E se désignent par 


æ 


E D 
| f da dy.…, | f dæ dy. 
E E 


Elles sont égales, par définition, aux intégrales correspondantes de 
dans R : 


DE D | 
Î FLOOROUST. | f, de dy... 
R R 


Si ces intégrales sont égales, nous dirons que f est intégrable dans 
l’ensemble E. | 

Le cas où E n’est pas mesurable est dénué d'intérêt. Nous allons donc 
supposer, dans toutes les propriétés suivantes, que cet ensemble est 
mesurable : 


pt. 


I. Si l'on désigne par M et m les limites supérieure et inférieure de f 
dans E, les intégrales par excès et par défaut de f dans E seront com- 
prises entre ME et mE. 

Soit, en eflet, e(x,y,...) la fonction égale à 1 dans E et a O en 
dehors; on a Me > jf > — d'où 


E E 
I 1, do dy... < M] e dx dy...—=ME 
R R 


et l'on voit, de même, que l'intégrale par défaut est > mE. 
Ce théorème porte le nom de théorème de la moyenne. 


IT, Si l'on décompose l’ensemble E en plusieurs autres également 
mesurables E!, E'',... l'intégrale par excès (par défaut) de f dans E 
sera la somme des intégrales par excès (par défaut) de f dans K', E!',… 

Définissons les fonctions fi, f1,.… par rapport à E!, E",... comme f 
l'est par rapport à E. Décomposons R en éléments SAR Pn 
indéfiniment décroissants. Soient M», M. M, les limites supérieures 
de f,, fi, as. dans pn. Si l’on étend les sommes E à tous les éléments 


Pn qui ne contiennent pas de points-frontières de E/, E'',..., on a 
D Mn pn = È Mapn + È My On +. 


La somme des éléments », contenant des points frontières tend vers 0 
car les ensembles sont mesurables. On peut donc étendre les sommes 
précédentes à tous les p, sans en changer les limites, de sorte qu'il vient 
ainsi 


[on de ay... [ram ay.. +T. fr de dy …. +. 


C’est le théorème énoncé (Démonstration analogue pour les intégrales 
par défaut). 

IIT, Décomposons l’ensemble E en un nombre indéfiniment croissant 
d'ensembles également mesurables E,, E,,... Ex, dont les diamètres 
tendent vers 0. Soient, en général, M, et my les limites de [ dans E,. 
Formons les deux sommes ÈM,E, et > mnEn étendues à tous les 
éléments de E. Ces deux sommes ont pour limites respectives les inté- 
grales par excès el par défaut de f dans E. 

Nous considèrerons seulement la première somme, la démo 
étant analogue pour la seconde, On a d’abord, par les propriétés II et I, 


E SE 
(1) |, ra ay. _ ik { de dy... € ES MyEn. 
n 


D'autre part, considérons une décomposition particulière de R en 
éléments rectangulaires p, et soit p, la limite supérieure de j, dans px. 
Formons la somme d’abord fixe Eu»p, et comparons lui la somme 
variable £ M,E, dont les éléments tendent vers 0. Décomposons celle-ci 
en deux parties Z' et £"" comme il suit : 


NO 


La partie Z' s’étendra à tous les éléments E, qui sont respectivement 
intérieurs à un seul élément »,. Celle-ci est évidemment < Zu pn. 

La partie Z!! s'étendra aux éléments E, restants qui contiennent cha- 
cun des points de deux p,au moins. Celle-ci tend vers O, car tous ses élé- 
ments E, finissent par tomber dans des domaines rectangulaires aussi 
minces qu’on veut bordant les p,, et la sommede ces éléments tend donc 
vers O0. 

Il vient donc, sans présupposer l'existence de la limite, l'inégalité ne 
signifiant d’abord qu’une limite d’indétermination, 


lim 2 Mn En € Eunpn: 


Cette relation ayant lieu pour toute somme Zu»pr, on a aussi, à la 
limite, les p, tendant vers O, 


E 
(2) lim Z M,E, € | DATES 
E 


La comparaison des relations (1) et (2) prouve le théorème III, qui 
généralise celui de M. Darboux énoncé au n° 44. 


55. Formes de la condition d'intégrabilité d’une fonction. — Il suffit de 
considérer la condition d’intégrabilité dans un domaine rectangulaire R, 
les autres cas se ramenant à celui-là, 

La condition d'intégrabilité énoncée au n° 47 se ramène d’abord à la 
suivante par la formule du n° 48 : 

Pour que f soit intégrable dans le domaine R, il faut et il suffit que 
l'on ait 


Î (dise f) dR = 0. 
R 


Cette condition peut se transformer dans la suivante par un raisonne- 
ment calqué sur celui fait au n° 234 du premier volume : 

Soient e un nombre positif, Ee l'ensemble des points de R où disc f < €, 
la condition d'intégrabilité de f dans R est que l'étendue de E, soit nulle 
quelque petit que soût e. 


EXERCICES. 


1. L’étendue intérieure de la frontière d’un ensemble parfait E est 
nulle. | 

R. En effet, aucun domaine rectangulaire ne peut ne contenir que des 
points-frontières de E. | 


2, Un ensemble parfait d’étendue intérieure nulle se confond avec sa 
propre frontière. 


3. Les étendues intérieure et extérieure d’un ensemble parfait ne 
changent pas, si l’on retranche à l’ensemble sa frontière. 
R. Application de la remarque qui suit le théorème IV au n° 53, 


= 0 


4, La limite inférieure de l'écart d’un point de E, à un point de E, s’ap- 
pelle écart des ensembles E,, £,. Montrer que l’écart de deux ensembles 
est le même que celui de leur frontière, et aussi de deux points de leur 


frontière. 
5. Un ensemble borné et parfait est d’un seul tenant s’il ne peut être 


décomposé en deux ensembles séparés (d'écart > O). Montrer que, pour 
que les points communs à deux ensembles E, et E, d'un seul tenant 


forment un ensemble d’un seul tenant, il est nécessaire et suffisant que 


E, et E, aient un point commun. 


6. Un ensemble de plusieurs points et d’un seul tenant se confond 
avec son dérivé. 


.” 


CHAPITRE IL. 


Intégrales généralisées et fonctions d'un paramètre. 
Intégration des différentielles totales exactes. 


8 1.Intégrales définies généralisées simples et multiples. 

BG. Intégrales proprement dites, intégrales généralisées. — Dans le 
chapitre précédent, on n’a considéré que des fonctions et des domaines 
d'intégration limités. Si la fonction ou le domaine d'intégration devient 
infini, il faut un passage à la limite de plus pour définir l'intégrale. 
Nous donnerons aux intégrales qui comportent ce nouveau passage à 
ja limite le nom d'intégrales généralisées, par opposition aux précé- 
dentes que nous appellerons des intégrales proprement dites. Les 
principes de ces nouvelles définitions ont déjà été brièvement indiqués 
dans le premier volume (n° 215). 

Nous commencerons par exposer un théorème qui est souvent 
utile dans les recherches relatives à ces intégrales. 


5}. Deuxième théorème de la moyenne. — I. Soient f(x) et o[x) deux 
fonctions finies el intégrables dans l'intervalle (a, b). Si, pour æ > a et 
< b,9 (æ) est: 1° toujours positive, 2° non décroissante, 39 € B, on aura 


&  farodæ=8f de a<t<b. 
ë 


a 


Décomposons l'intervalle (a, b) en éléments infiniment petits par les 
points @, == @, L2, Dgyeee Anti — b. Désignons, en général, par à; l’amp- 
litude et par & un point intermédiaire de l'élément (x;, æ:+1). Le pre- 
mier membre de (1) est, par définition, la limite de la somme 

n 
ZE (fo) 6) dc. 
3 —= . 
x. 

On ne changera pas cette limite en remplaçant f(6) à par | TA f{œ) dæ, 

car cela revient à négliger la somme Le 


2 #) [no — fai de, 


dont la valeur absolue est < BZAù; (en appelant A, l’oscillation de 


TD 


dans 6;) et qui tend, par conséquent, vers O puisque f est intégrable, 
Donc le premier membre de (1) est aussi la limite de la somme 


De [a de = E ele | — [ra] 
“ b F Rire d 
= 46) [de + ÉteE) — ef) [ [aa 


On ne change pas non plus cette limite par l’addition d’un terme qui 
tend vers O, de sorte que le premier membre de (1) est encore la limite 
de l'expression | 

b n b d 
8) [de + Ë te — ele rde + 18 — 4) (ra 
a 2 Dj Le 
Les coefficients des trois intégrales de f dx qui sont écrites dans cette 


expression sont respectivement positifs en vertu des trois hypothèses du 
_ théorème. Donc, en désignant par une moyenne entre ces intégrales 
b 


ou, ce qui revient au même, entre les valeurs de [ f dæ dans l'intervalle 
(a, b) de æ, l'expression précédente est de la forme 
Be Le(E) + te) — fé) + ee + B — pfE2)] = pB. 
Sa limite, ou le premier membre de {1}, est donc aussi de la forme u B. 
D'ailleurs la fonction continue "+ dæ atteint la valeur intermédiaire Le 


æ 
pour une valeur au moins £ de x dans l'intervalle (a, b), ce qui établit 
l'équation (1). 


IT. Plus généralement, quel que soît le signe de v(x), si, pour æ > a 
et < b, cétte fonction est : 1° > À et £ B. 20 toujours non croissante ou 
{ouiours non décroissante, on aura 


£ 
@ fete)r) do a fran + B fr (a SEL. 


En effet, si p(x) croît, on a. par le théorème I (? — A étant positif), 
b b 
(te — 4) far = (B— 4) (ra, 
a Ë 


ce qui revient à la formule (2), Si, au contraire, + décroît, on changera | 
dans la formule (2), le signe de ?, donc ceux de A et de B ce qui revient 
à changer les signes des deux membres et, comme — + croit, on sera 
ramené au cas précédent. 


Le théorème II donne lieu à deux formules particulières, souvent 
employées : 


III. On aura, en purticulier, sous les mêmes conditions que II, 


b ë | b 
@) fete) fe) de = g{a-+ 0) (pan + e(5 — 0 (fa 


a sa 


— 13 — 


‘En effet, on peut faire, dans la formule (2), A —v{a +0) et 
B = w (b — O) en désignant par là les limites de ÿ quand æ tend vers a 
en décroissant ou vers à en croissant, limites toujours existantes car, 
dans les deux cas, la variation de © ne change pas de sens. 

IV. Si la variation de + (x) ne change pas de sens dans l'intervalle 
(a, b), on aura 


b É b 
(4) ) f{æ) de = gla) | fdæ + #6) | ra 
[ete œ au) [ œ +9 ]! œ 


En effet o(x) reste alors compris entre o{a) = A et o(b) = B. 


58. Définition des intégrales à limites infinies. — Soit f(x) une fonc- 
tion finie et intégrable dans l'intervalle (a, æ') quelque grand que 
soit x! ; on pose, par définition, 


fi fa) de = lim f flæ) de. 


Si cette limite est déterminée, l’intégrale sera déterminée où conver- 
gente ; si cette limite n’existe pas, l'intégrale n’eiste pas non plus, 
mais elle n’est pas nécessairement dépourvue de toute signification, 
car son indétermination peut n’être qu'incomplète. Ainsi, si le second 
membre de l’équattion précédente finit par rester compris entre deux 
nombres fixes À et B, les limites supérieure de A et inférieure de B 
seront les limites d’indétermination de l'intégrale. Si ce second mem- 
bre finit par surpasser tout nombre positif, l'intégrale est infinie 
positive. De même, elle peut être infinie négative. 

Si l’on sait effectuer l'intégration indéfinie de f(x), la connaissance 
d'une fonction primitive F (x) permettra de reconnaître immédiate- 
ment si l'intégrale existe et d’en calculer la valeur. Il faudra, pour 
que l'intégrale existe, que F{x) ait une limite F(æ) pour æ = et 
l'intégrale aura pour valeur F (œ) —F (a). 

Mais, en général, on ne connaît pas de fonction primitive et il faut 
un examen plus minutieux. | 

D'après les principes de la théorie des limites, la condition néces- 
saire et suffisante pour que l'intégrale à limite infinie converge, est 
que la différence des deux intégrales prises dans les intervalles 
(a, æ') et (a, x") soit infiniment petite, æ' et x” étant des infiniment 
grands indépendants. Cette différence se réduit à l'intégrale, prise 
entre deux limites qui augmentent indéfiniment, 


il © fie) de, 


— TU — 


que l’on appelle une intégrale singulière. Donc, pour que l'intégrale à 
limite infinie existe, il est nécessaire et suffisant que l'intégrale singu- 
lière correspondante ait pour limite 0. 

La condition se simplifie quand f(x) ne change pas de signe, car, 
dans ce cas, l’intégrale entre a et x' varie toujours dans le même 
sens quand æ' argmente. L'intégrale entre a et l'infini sera donc 
nécessairement déterminée ou infinie. 

Une intégrale est absolument convergente quand elle converge après 
qu’on y a remplacé f (x) par sa valeur absolue ; et alors elle est con- 
vergente, car la valeur absolue de l'intégrale singulière ne diminue 
certainement pas quand on rend tous ses éléments positifs et, si elle 
tend vers 0 après ce changement, elle tendait déjà vers 0 avant. 

Si une intégrale convergente cesse au contraire de converger par 
ce changement, nous dirons qu’elle est semi-convergente. 

On considère aussi des intégrales dont la limite inférieure est 
infinie. En supposant f (x) toujours finie et intégrable dans l'intervalle 
(x', b), elles se définissent par la formule analogue à la précédente 


d b 
[ [(æ) dx — lim T&) dx. 


Elles donnent lieu aux mêmes considérations que les intégrales pré- 
cédentes, auxquelles on les ramène d’ailleurs en changeant x en — x. 
Enfin, si les deux limites sont infinies, on pose (le choix de a étant 


indifférent) 
[rte à = (+ [Pro de, 


ce qui ramène aux deux cas précédents. 


59. Règles de convergence absolue (Limites infinies). — Nous nous 
©0 
bornerons à la seule intégrale [ f(æ)dx, car les règles relatives aux 
a 


autres s’obtiennent par analogie. Nous remarquerons d’abord que. 
cette intégrale sera convergente ou non, absolument convergente ou 
non, en même temps que [ f (æ)dæ où p est un nombre aussi grand 
qu’on veut, car elle n’en difière que par une intégrale proprement 
dite. C’est pourquoi, la limite inférieure de l'intégrale étant arbitraire 
dans les règles suivantes (sous la seule condition que f (x) reste finie 
et intégrable), nous nous dispenserons de l'écrire. 


[. Supposons qu'on ait | f(x) | < | o (x) | à partir d’une certaine 
valeur de x, et formons les deux intégrales : 


fax, [gd 


Si la seconde est absolument convergente, la première l'est aussi ; si 
la première n'est pas absolument convergente, la seconde ne l’est pas 
_ non plus. 

En effet, si l'intégrale de | o | dx est finie, celle de | f | dx le sera 
a fortiori (donc elle convergera) ; si l'intégrale de | f | dæ est infinie, 
celle de | © | dx le sera a fortiori (donc celle de dx ne sera pas 
absolument convergente). 

On applique souvent ce théorème dans le cas où f est infiniment 
petit par rapport à © pour æ = ; il prouve alors que, si la seconde 
intégrale est absolument convergente, la première l’est aussi. 


IT, Si © ne change pas de signe et que le quotient f : © tende vers 
une limite L finie et différente de 0 pour x = , les deux intégrales de 
la règle précédente seront absolument convergentes ou divergentes en 
même temps. 


En effet, si æ croît suffisamment, / (x) finit par rester compris entre 
deux nombres de même signe L — e et L + e. Remarquons alors que 
les deux intégrales 


[D — 4) 9 de = (10) fe de, [IL + 0) + de = (1 + 0) fe de, 


convergent ou divergent en même temps que celle de +, et cela 
absolument car leur élément ne change pas de signe ; nous en con- 
cluons, par le théorème I, que l'intégrale de fdx ayant son élément 
intermédiaire entre ceux des précédentes, converge ou diverge aussi 
en même temps. 


IT. Si, pour x infini, f (x) est infiniment petit d'ordre déterminé de 
la condition nécessaire et suffisante pour la convergence de [fe est que 
Von ait a > À et alors la convergence est absolue. 

On dit que fest infiniment petit d'ordre « si le rapport f (x) : x7% 
tend vers une limite L, finie et différente de 0, pour æ = æ. Cette 


règle est done un cas particulier de la précédente : l'intégrale de fdx 
converge ou diverge en même temps que celle de x—%dx, laquelle 


IT 
converge si « >1 et diverge si «1. On le vérifie directement au 
moyen de l'intégrale indéfinie 


LE 
dx 1 Sie diffère de À ; 
A 

Log x, si a = 1, 


qui tend vers l'infini avec æ, sauf si « est > 1. 


Voici quelques exemples d'application de ces règles : 
Les intégrales suivantes convergent, par la règle III où « = 2 : 


F dx j}. x? dx fo dx 
1] NT La (a + a? ETF 


Les intégrales suivantes (dont l’élément est moindre en valeur abso- 
lue que celui de la dernière écrite ci-dessus) sont absolument conver- 
gentes par la règle I : 

ik sin æ dæ VE | 
a? + x? æ (a? + x?) 

Soient a et n des quantités positives ; les intégrales suivantes (dont 
l'élément est infiniment petit par rapport à dæ : æ!+€) convergent par 
le même règle, 


Q0 09 d0 
J e dx, J DOC f a" 6 FECOS DT 


60. Règles applicables à la semi-convergence. — V. Si une intégrale 
F{x) de o(x) reste finie pour x — , l'intégrale 
pla) 
J Sr 
converge pour toute valeur positive de «. 
On a, en effet, par ae par parties, puis passage à la limite, 


fl se dx = [9 QU Lx dx 

a FARINE re 
nr(d F(x 

[ Le Pl de = 4 se donné af” Qr 


Or cette dernière intégrale converge par la règle IT, car F(x) dæ : æt+# 
est infiniment petit par rapport à dx : æt+£(e < a), ce qui est l'élément 
d'une intégrale convergente. 

Par exemple, les sinus et cosinus ayant leurs intégrales finies et 
périodiques, cette règle prouve l'existence des intégrales 


ae UD LU us 


®sinx { ® sinx 
Din n ——(x, 
0) Vz 


° 0 


qui sont semi-convergentes. 


VI. Soit o(x) une fonction dont le sens de variation ne change pas et 
qui tend vers une limite finie pour æ =  , formons les deux intégrales : 


[node IMOFCL 


si la première converge, la deuxième converge aussi. 
En effet, par le deuxième théorème de la moyenne, on a (x! < £ < x!!} 


[era = gif ! de + g(o") [ fa. 


Si æ!, æ'! et, par suite, £ tendent vers l'infini, les deux intégrales sin- 
gulières du second membre tendent vers 0 par hypothèse. Comme elles 
sont multipliées par des quantités finies par hypothèse, le second membre 
tend vers O, et avec lui, l'intégrale singulière du premier membre, ce 
qui prouve le théorème, 


VII. Soient p[æ) une fonction dont le sens de variation ne change pas 
et qui a pour limite 0 pour æ — ©, ensuite F(x) une fonction primitive 


O 
de f(x) ; siF(x) est bornée pour x = o ,| f(x) (x) dx sera convergente. 


En effet, la formule de la démonstration précédente subsiste ; son 
second membre peut se mettre sous la forme 


æl! 


g(x!) EI + px") EC) 


et tend vers 0 avec o(x!) et o(x!!), car F{x'), F(£) et F(x'!) restent finis. 
Par exemple, les intégrales de sin æ et cos æ étant des fonctions bor- 
nées périodiques, ce théorème prouve l’existence des intégrales 


© % Sin æ , D æ COS 
0 dd + ! CO er mot ro 


61. Définitions des intégrales de fonctions infinies. — Soit mainte- 
nant à intégrer une fonction f(x) illimitée dans l'intervalle (a, b). 


4° Si f(x) est finie et intégrable dans l'intervalle (a, b — e) quelque 
petit que soit e, mais illimitée dans l'intervalle (b — e, b), on pose, par 
définition, e restant positif, 


b M0 
[rte Ut im | fit) de: 
(42 E—0 /a 


La condition nécessaire et suffisante pour que cette intégrale soit 


SN as 


déterminée ou convergente, est que la différence des intégrales étendues 
aux intervalles (a, b—e) et (a, b —e'), ou que l'intégrale singulière 
à laquelle elle se réduit 

b—El 

f(x) dx, 

bSE 
ait pour limite 0, e et e' étant des infiniment petits (positifs) indépen- 
dants. Si l'intégrale existe, elle peut être absolument ou semi-conver- 
gente et, si elle n'existe pas, son indétermination peut n’être que 
partielle comme pour les intégrales à limites infinies. Pratiquement, 
on ne rencontre guère que des intégrales absolument convergentes. 


2 Si fest finie et intégrable dans l'intervalle (a + e, b) mais illi- 
mitée dans (a, a + e), l'intégrale dans (a, b) se définit par la formule 
analogue 


2 re 
[r (x) dx — im ff (x) dx. 


a+€ 
Elle existera si l'intégrale singulière | [dx tend vers 0, & et e 
aE 
étant des infiniment petits indépendants. 


3° Si fest finie et intégrable dans l'intervalle (a, b), sauf aux envi- 
rons des extrémités a et b, on partagera l'intervalle en deux autres 
par un point intermédiaire c (dont le choix est indifférent) et l'inté- 
grale dans (a, b) sera la somme de celles dans (a, c) et (c, b). 


40 Plus généralement, f(x) peut être finie et intégrable dans toute 
portion de l'intervalle (a, b) ne contenant pas un nombre limité de 
points singuliers aux environs desquels elle devient infinie. Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que a et b soient de ce nombre et dési- 
gnons les autres points singuliers par æ,, «,,. L'intégrale étendue 
à (a, b) sera, par définition, la somme de celles étendues à (a, x}, 
(t,, &),.., Ce qui ramène au cas précédent. La condition d'existence de 
l'intégrale étendue à (a, b) est donc que chacune des intégrales singu- 


lières 
ë HET 
 rdx, [ re [ RES 


ae! œy—E æy+e! 
ait pour limite 0, e et e’étant des infiniment petits indépendants. 
62. Remarques. — I. Les définitions précédentes sont évidemment 


telles que, si l’on partage l'intervalle (a, b) en plusieurs parties, l’inté- 
grale dans (a, b) sera la somme des intégrales dans chaque partie. 


PRANO 


II. Les conditions d'existence que nous venons d'écrire expriment 
que l'intégrale Sé dx est encore une fonction continue de x dans l’inter- 
valle (a, b). En effet, en faisant tendre e! vers 0 avant e, on en con- 
clut que les intégrales : 


+ . 
ie ‘fda, # (dx, [” ‘fdx, fun 
(4 UE 


1 
sont infiniment petites avec e. Donc lintégrale entre a et x cst con- 


tinue aux points singuliers a, x,,... les seuls pour lesquels sa conti- 
nuité soit en question. 


IT. On peut énoncer, pour les intégrales généralisées, un théorème 
analogue à celui de la moyenne. Ainsi, si f a une limite inférieure m 
ou bien une limite supérieure M dans l'intervalle (a, b), on aura 


b b 
{ rüa > m  — © ou bien (rdv < Mb —a) 
a (42 


En effet, en admettant pour fixer les idées que b soit le seul point 
singulier, ces relations ont lieu quand on y remplace b par b —e 
elles subsistent donc, à la limite, pour e = 0. 


IV. Quand la fonction f est constamment positive dans l’intervalle (a,b) 
où elle devient infinie, la définition de l'intégrale de fdx dans linter- 
valle (a, b) peut se faire comme il suit : 

Décomposons l'intervalle (a, b) en parties consécutives infiniment 
petites à et soit m; la limite inférieure de f dans à; ; on aura 


b 
I fdx = lim Z mà,, 
(42 


la sommation s'étendant à tous les à. 

En effet, en considérant l'intégrale du premier membre comme la 
somme des intégrales étendues aux intervalles à; et en appliquant à 
chacune d’elles le théorème précédent (III), on a 


(1) { ‘far 5 Emi. 


D'autre part, supposons encore, pour fixer les idées, que b soit le 
seul point singulier ; quelque petit que soit e, Ë mA, finira par surpasser 
l'intégrale proprement dite étendue à l’intervalle (a, b — e). On a donc 


b— 
[ “fax < lim 2 mi. 
a 


Si l'intégrale aux limites a et b est infinie, le premier membre de 


QU 


cette inégalité tend vers l'infini quand e tend vers O0, donc la limite de 
la somme est infinie aussi. 

Si au contraire, l'intégrale aux limites &.et b est déterminée, il vient, 
en faisant tendre € vers 0, 


b 
(2) [ fdx < lim Ÿ m;ù;. 


En la comparant à (1), on voit que cette relation n’est possible que 
comme équation, ce qui achève de prouver le théorème. 


63. Règles de convergence (fonctions infinies). ner Supposons qu'on 
ait, sauf pour les valeurs singulières de x, | f(x) | < | ox) | et formons 


les intégrales : 
b b 
[ f dx, | { o de. 
(42 k «a 


Si la seconde est absolument convergente, la première l'est aussi. Si la 
première n'est pas absolument convergente, la seconde ne l’est pas non 
plus. | 

Ce théorème se démontre comme le théorême analogue relatif aux 
intégrales à limites infinies (n° 59, D. 


Supposons maintenant, pour fixer les idées, que f(x) ne soit infinie 
que quand æ tend vers b. La règle suivante, énoncée dans cette hypo- 
thèse spéciale, s'adaptera d’elle-même aux autres cas : 


IT. Si o ne change pas de signe quand x tend vers b (unique point 
singulier) et que le quotient f : © tende vers une limite L, finie et difjé- 
rente de 0, quand x tend vers b, les deux intégrales de la règle précé- 
dente seront en même temps absolument convergentes ou divergentes. 

La démonstration faite (n° 59, IT) pour les intégrales à limites infi- 
nies se généralise d'elle-même. 


IT. Si, en chaque point singulier, f(x) est infinie d'ordre déterminé «, 
b 
la condition nécessaire et suffisante pour la convergence de [ f(x)dæ est 
«a 


que tous ces ordres & soient < 1 et alors la convergence sera absolue. 

Ce théorème se ramène au précédent par la définition de l’ordre 
d’infinitude, qui est la suivante : On dit que f(x) est infinie d’ordre a 
pour æ = €, Si l'on a 


He res. (DouL GE Ta — Te (pour æ > c), 


les fonctions 4, et Ÿ, ayant des limites finies et différentes de 0 pour 


LA (1 pu 


lim x —c. Toutefois, si c est une des extrémités de l'intervalle (a, b), 
on ne tient compte que du seul cas où æ varie dans cet intervalle. 
Ceci posé, nous pouvons admettre dans la démonstration que b soit 

le seul point singulier. Il suffit alors d'appliquer l'énoncé du théorème 
précédent en y faisant © = (b — x)”, car l'intégrale de (b — x)-* dx 
converge dans l'intervalle (a, b) si « < 1 et diverge si a > 1. On le 
vérifie directement au moyen de l'intégrale indéfinie 

_ dx " (b— x)'—4 : (1 — a), si « diffère de 1; 

(Li Et 2 bre (b— x), sia — 1, 


qui est infinie quand æ tend vers b, sauf si « < 1. 
Par exemple, si p et g désignent deux nombres compris entre 0 et 1, 
l'intégrale 
[2 DA — x) 91 dx 
OMS 


est absolument convergente, car, en chacun des deux points singu- 
liers 0 et 4, f(x) est infinie d'ordre < 1. 


G4. Intégration des fonctions illimitées dans des intervalles infinis. 
Intégrales doublement généralisées. — Une même intégrale peut com- 
porter en même temps les deux sortes de généralisations précédentes. 
C’est ce qui arrive si l'on intègre dans l'intervalle (a, œ) une fonction 
présentant des points singuliers où elle devient infinie. Si ces points 
sont en nombre limité, la définition se ramène aux précédentes. En 
effet, il suffira de désigner par b un nombre arbitraire supérieur à 
toutes les valeurs singulières et de poser, par définition, 


Êe b co 
[ f(x) ax = | [ (x) dx + [ f(x) dx. 
Par exemple, si l'on a 0 < a < 1, l'intégrale 


(0) 1 (0) 
[ LA TTL [ ae te dx - [ at te dx 
O O 4 


est absolument convergente comme somme de deux intégrales absolu- 
ment convergentes. 

Mais, s’il y a une infinité de valeurs singulières, il faut de nou- 
velles définitions. Nous nous bornerons aux seuls cas suivants : 


4° On intègre dans un intervalle illimité une fonction dont tous les 
points singuliers sont isolés. Dans ce cas, supposant que l'intégrale 
existe dans toute portion limitée de l’intervalle, on la définira dans 


l'intervalle entier par les mêmes passages à la limite qu’au n° 58. 
6 


LS 


2° On intègre dans l'intervalle (a, b) une fonction dont tous les 
points singuliers sont isolés, sauf un nombre limité d’entre eux, par 
exemple 4, æ,, &,, .… b. Dans ce cas, supposant l'existence de l’inté- 
_ grale dans toute portion de l'intervalle (a, b) d’où ces derniers points 
sont exclus, la définition s’étendra à l'intervalle entier par les mêmes 
passages à la limite qu’au n° 61. 

Il est clair que les propriétés de l'intégrale généralisée énoncées 
au n° 62 subsistent pour nos nouvelles intégrales, car il suffit, pour 
les établir, de recommencer les raisonnements faits dans ce numéro. 


3° Supposons maintenant qu’on doive intégrer dans un intervalle 
illimité une fonction dont l'intégrale est déterminée par la définition 
précédente dans tout intervalle limité ; la définition dans l'intervalle 
entier s'obtiendra, comme dans le cas (1°), par les passages à la limite 
du n° 58. 

Les définitions peuvent se généraliser davantage encore, mais 
celles qui précèdent suffisent toujours en pratique. Nous voulons 
nous arrêter à celles-là, de telle sorte que les intégrales qui ne ren- 
treraient pas dans ces définitions seront considérées, dans la suite, 
comme dépourvues de signification déterminée. 


65. Valeurs principales. — Cauchy à fait grand usage de ce qu’il 
appelle la valeur principale d’une intégrale indéterminée. Soit d’abord 
f(æ) une fonction continue pour toutes les valeurs de &. Il est possible 
que la définition habituelle 

+ co æl 
[ [(æ) dx — lim [ (æ) dx 
— 0 æl,æll=00 J-æit 
ne conduise à aucun résultat déterminé, mais que la limite existe si l’on 
fait &'' = æ', Dans ce cas, cette limite sera, par définition, la valeur 
principale de l'intégrale du premier membre. 

De même, soit f (x) une fonction continue en tout point de l'intervalle 
(a, b), sauf au seul point æ, où elle est infinie ; il se peut que la défini- 
tion habituelle 


D DE 5 
[ [(æ) dœ = lim +  [(æ) dæ 
/ ee —0 a œy+E 
ne conduise à aucun résultat déterminé, mais que la limite existe en 
faisant &' — e, Cette limite est alors, par définition, la voleur principale 
du premier membre, On aperçoit immédiatement ce que deviendra cette 
définition s’il y a plusieurs points singuliers entre a et 6. 
Par exemple, l'intégrale de dx : æ est indéterminée si on l’étend de 
— 1 à + 1, mais sa valeur principale est nulle. 


Li rCueS 


66. Calcul des intégrales généralisées. Intégration par décomposition 
et par parties. — 1° La formule fondamentale pour le calcul des 
intégrales définies, 


[ ft) de = F(b) — F0), 


subsiste, si l'intégrale est généralisée, pourvu que la fonction F(x) 
soit continue en tout point de l'intervalle (a, b) sans exception et 
qu’elle ait f (x) pour dérivée sauf aux points singuliers de f(x). Nous 
avons déjà établi ce théorème dans le premier volume (n° 216) et 
montré qu’il subsiste pour b = quand F(x) a une limite Fc) 
pour æ—. La démonstration du premier volume s'étend d'elle- 
même aux définitions plus générales du n° 64 en recommençant un 
raisonnement identique sur les points singuliers non isolés. 


90 La formule d'intégration par décomposition se généralise aussi. 
Soit f(x) = f(x) + f(x) ; on aura (a et b pouvant être infinis) 


[re ÈS re dx + [rte dx, 


pourvu que deux au moins de ces trois intégrales soient déterminées, 
la troisième l’étant alors nécessairement, car la limite d’une somme 
est toujours égale à la somme des limites supposées existantes. 

Supposons qu'on sache seulement qu’une des deux intégrales du 
second membre est déterminée. Si l’on s’interdit de faire passer les 
termes d'un membre dans l’autre, on pourra encore écrire la formule 
précédente, mais elle signifiera seulement que les deux membres 
sont ou égaux ou tous deux indéterminés mais avec les mêmes 
limites d’indétermination s’il y en 8. 

Pour justifier cette remarque, considérons un cas particulier, le 
raisonnement étant général. Supposons a et b finis et admettons que 
f, f.etf, n’aient qu'un point singulier b. Si c’est l'intégrale de f, qui 
est déterminée, on aura, n tendant vers 0 avec , 


D—E 
[ f(x) d& + n. 


sa 


[ pi de = fi fat) de + 


4 


Donc, € étant infiniment petit, toute restriction à l’indétermination 
d’un des deux membres de cette relation entraîne la même restriction 
pour l’autre membre. | 

Cette remarque a son importance pour reconnaître si une intégrale 
donnée est déterminée ou non, car, si l’on peut simplifier celle-ci 


CRT es 
par l'addition d'une intégrale déterminée, il suffira de raisonner sur 
l'intégrale simplifiée. 


3° Quand la règle d'intégration par parties est encore applicable, 
elle résulte des précédentes. Scient /{x) et w(x) deux fonctions con- 
tinues entre a et b mais dont les dérivées f'{x) et +'(x) aient des 
points de discontinuité isolés. On a, par la première règle qui précède, 


[la g'(e) + gta) a) de = tra) ete 


Donc, si l’une des deux intégrales 


D D 
fra g'te) de, J gte) l'a) de 


est déterminée, il en sera de même de l’autre et l’on aura 
b Lo) 
na) g'ta de — ta gta — (ta (0) da 


Si a ou b est infini, le terme aux limites peut être indéterminé 
et il faut une condition de plus pour que la formule précédente soit 
légitime. Il faut, en effet, admettre que deux au moins des trois 
termes qu’elle renferme aient une valeur déterminée et alors ils 
seront déterminés tous les trois. 


Fe 


6'7. Changement de variables. — Nous allons montrer que la formule 
de transformation des intégrales définies établie dans le premier 
volume peut être généralisée. Voici cette formule, dans laquelle nous 
supposerons, pour fixer les idées, que T est > £, : 


Q(T) T 
1) [rc de = ['rreton et de 
PU) É 


On peut énoncer la règle suivante : 


Si la dérivée &'(t) est continue et différente de 0 dans l'intervalle (t,,T) 
sauf peut être aux extrémités, la formule (1) subsiste pour les intégrales 
généralisées en ce sens que les deux membres seront ou bien égaux ou 
bien tous deux indéterminés, mais avec les mêmes limites d’indétermina- 
tion s’il y en a. 

Gette règle n'exclut pas le cas où œ(t) serait discontinue aux extré- 
mités f, et T, ni celui ou £, et T seraient eux-mêmes infinis, mais il 
faut alors, comme la démonstration va le montrer, que e(f.) et o(T) 
désignent les limites de o(t) quand f tend vers f, en m ou 
vers T en croissant, limites qui seront finies ou infinies (de signe 


de FAN 


déterminé), puisque, w' ne s’annulant pas, la variation de e ne change 
pas de sens. 


Gette remarque faite, nous pouvons démontrer la règle. 


Supposons d’abord quef, et T soient finis et admettons, pour fixer 
les idées, qu'il n’y ait de point singulier de f(x) ou de [(e) qu'aux deux 
limites des intégrales. Quand £ varie de #, à T, la fonction o(t) varie 
dans un seul sens et ne passe qu'une fois par les valeurs o(f—+e) et 
p(T — »)}, en sorte que l’on a, sans difficulté, les deux membres étant 
des intégrales proprement dites, 


P(T—n) Dr 
(2 [node (re ar. 
PUE,+E) 


Si l’on fait tendre e et n vers 0, on obtient la relation (1) avec le 
sens que nous lui avons donné. 


Par exemple, par la substitution x = sin? {, on a 


[ api (1 — 2)9-1 dx — 9 [ 2 (sin t}2—1 (cos t)?2—1 dt 
(e) 


(2) 


et, par la substitution x — — log #, 


(e 2) Oo À a—1 À À a—1 
[ Le Ir = [ (log) dt = { (log = dt. 
O 1 LA [e) l 


Si {et T étaient infinis, il faudrait simplement, pour faire la démon- 
Stration, remplacer, dans la formule (2). {,+e par un infiniment grand 
négatif # et T-npar un infiniment grand positif T', la formule (2) 
subsistant avec ces nouvelles limites en vertu de la démonstration 
même que nous venons de faire. | 


Par exemple, on aura, par la substitution æ = V7 


, 


Remarque. — Lorsque les conditions de la règle précédente ne 
sont pas vérifiées, il faudra le plus souvent, pour procéder avec sécu- 
rité, partager l'intervalle {f,, T) en intervalles partiels satisfaisant aux 
conditions de la règle et étudier la transformation dans chaque inter- 
valle séparément. Toutefois, dans certains cas, on pourra encore uti- 
liser la règle suivante : 


Si œ(t) est continue entre t, et T et que +'(t) ne soit nulle ou discon- 
tinue qu'en des points isolés de l'intervalle (t,, T), la formule (1) subsis- 
tera pourvu que son second membre soit déterminé. 


Lg ten 


En effet, on peut écrire la formule analogue à (1) pour chacun des 
intervalles detcompris entre deux points singuliers consécutifs de w/(t). 
Pour chacun d'eux, les deux membres de la formule obtenue seront 
déterminés et égaux. En ajoutant ces diverses formules, on retrou- 
vera la formule (1), dont les deux membres seront donc aussi déter- 
minés et égaux. 


68. Intégrales doubles généralisées. Définitions et conditions d’exis- 
tence.— Considérons d’abord une aire D limitée par un contour fermé G 
qui satisfait aux conditions du n° 1. Soit f(x, y) une fonction infinie 
dans cette aire. Nous supposerons, comme dans le chapitre I, que 
les points de discontinuité de la fonction sont isolés ou répartis sur cer- 
taines lignes de discontinuité satisfaisant aux conditions connues(n° 4). 
Les points de discontinuité seront, en particulier, ceux où f(x, y) 
devient infinie, mais il peut y en avoir d’autres. 


Pour définir l'intégrale 
[ft v) ax ay, 


on procède à peu près comme pour les intégrales simples. On com- 
mence par enlever les points singuliers du champ d'intégration. A cet 
effet, on entoure les points singuliers isolés d’un contour infiniment 
petit, les lignes de discontinuité d’un contour infiniment voisin et l’on 
considère la portion D' de l'aire D qui est extérieure aux contours 
auxiliaires. L'intégrale étendue à D' étant une intégrale proprement 
dite, on pose, par définition, 


[forte g) dt) = lim TFC y) dæ dy. 


Pour que l'intégrale existe dans D, il faut que cette limite soit 
déterminée et unique, le tracé des contours auxiliaires restant arbi- 
traire. 

Plus généralement, les conditions relatives au mode de répartition 
des points de discontinuité peuvent se vérifier dans le domaine D sauf 
sur le bord, c’est-à-dire qu’elles ont lieu dans toute portion du 
domaine D qni n’en touche pas le bord. Alors l’intégrale double dans 
D se définit sans plus de difficulté que dans le cas précédent, car on 
peut encore faire tendre vers D un domaine D'dars lequel la fonction 
est continue, et l’intégrale dans D sera la limite de celle dans D’. 

Enfin, si le champ d'intégration D s'étend à l'infini dans certaines 


SRE. 


directions ou dans tous les sens, on définit encore l'intégrale par le 
même procédé. On commence par limiter une portion D' de l'aire D 
par un contour auxiliaire variable C', On éloigne à l'infini le con- 
tour C' de manière que D' embrasse successivement tous les points 
de D ; l'intégrale dans D sera la limite de celle dans D' et sera déter- 
minée pourvu que cette limite existe. 


Voici maintenant les théorèmes fondamentaux relatifs aux condi- 
tions d’existence de cette limite : 


[. Lorsque la Jonction fne change pas de signe dans l'aire D (bornée ou 
non), la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale double 
soit déterminée dans D est que l'intégrale dans D' soit bornée quand D' 
tend vers D. 


En etïet, si l’aire D’ tend vers D en se développant constamment et 
si l’on suppose f positif, l'intégrale dans D', étant bornée et croissante, 
aura une limite déterminée. 

Gette limite est unique, car, si l’on considère une autre aire D! ten- 
dant aussi vers D, on peut la concevoir comme intermédiaire entre 
deux états successifs D, et D, de D' tels que D" contienne D! et soit 
contenu dans D'. Comme on peut faire tendre simultanément D’, D''et 
D, vers D, l'intégrale dans D’, qui est intermédiaire entre celles éten- 
dues à D, et D}, aura aussi la même limite. 


IT. Lorsque la fonction f change de signe dans D, la condition nécessaire 
el suffisante pour l'existence de l'intégrale double est qu’elle soit absolu- 
ment convergente. 


En effet, soient + une fonction égale à f pour f > 0 et égale à 0 pour 
f < 0; Ÿ une autre fonction égale à f pour f £ 0 et à 0 pour f > 0. 
Formons les intégrales de # et de 4 dans D. Si toutes deux sont déter- 
minées, l’intégrale de f dans D sera égale à leur somme ; si l’une des 
deux est déterminée et l’autre infinie, celle de f sera infinie comme 
cette dernière ; enfin, si toutes deux sont infinies, on pourra, en faisant 
varier les contours auxiliaires, donner la prédominance à celle que l'on 
voudra des deux intégrales de + et de 4 dans l’aire D’ de manière que 
l'intégrale de f tende vers une limite arbitraire quand D’ tend vers D. 
Pour que l'intégrale de f existe dans D, il faut et il suffit donc que 
celles de © et de y soient déterminées. Il faut donc que celle de 
® —4 — |f] soit déterminée auusi. Cette dernière condition est 
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d'ailleurs suffisante, car alors l'intégrale de | f | est au moins égale à 
celles de © et de —%, qui sont par conséquent bornées, donc, les 
fonctions © et 4 ne changeant pas de signe, leurs intégrales seront 
déterminées, en vertu du théorème précédent, 


(we) 
69. Application. Valeur de l'intégrale e-# dx. — Considérons 


[e) 
l'intégrale double, étendue à la portion D du plan comprise entre les 
demi-axes de coordonnées positives, 


J [ e-2—? dD. 
D 


Soit d’abord D' la portion de D limitée par un arc de cercle de 
rayon 7 autour de l’origine. On aura, en faisant la réduction en coor- 
données polaires r et 4, 


T 
D! ) 0 4 


Si l’on fait tendre r vers œ, D' embrasse successivement tous les 
points de D ; l'intégrale précédente restant finie et la fonction à inté- 
grer positive, l’intégrale dans D sera la limite de la précédente. II 


il ee dx dy =: 
D 4 


D'autre part, limitons dans l'aire D un carré D" par les droites 
æ =rety—7. On aura 


à 2 
| e—"—v" dx dy = || e—% dx [ eP dy = | [ ; sax | 
D'! (0) (0) () 


Mais D' est intérieur à D'' et D'' l’est à D ; donc les intégrales dans 
D', D'et D se suivent par ordre de grandeur, leurs racines carrées 
aussi, ce qui donne 


Ve Se Nlaié e eh ee dx Me 


Si » tend vers l'infini, le premier membre de ces inégalités tend très 
rapidement vers le troisième ; il vient donc 


(a ge dx — Ve 
0 2 


LA 


vient donc 


ASUR 
et l’on voit que l'intégrale | e-* dx converge rapidement vers cette 


O 
limite quand r augmente. Cette intégrale joue un rôle important en 
calcul des probabilités. 


QE 


0. Transformation des intégrales doubles. — Soient Q un domaine, 
limité ou non, dans le plan wv, o(u, v) et iu,v) deux fontions con- 
tinues, dont le jacobien J soit également continu et différent de 0 
dans l’intérieur de Q. On ne stipule rien sur la frontière. Supposons 
que les formules : 

æ = q(u,v), y = plu, v), 
fassent correspondre uniformément les points intérieurs à Q aux points 
intérieurs à une aire D, limitée ou non, dans le plan xy. On aura 


jf. de a= [|| 3 | f(p, +) du do. 


En effet, représentons par Q! un domaine limité, intérieur à Q, dans 
lequel fest continue, et qui tend vers Q ; le domaine correspondant D' 
sera aussi limité et tendra vers D. L’équation précédente à lieu sans 
difficulté quand on y accentue D et Q (n° 18); elle subsiste donc 
à la limite, et c’est précisément ce qu’on écrit en supprimant les 
accents. 

Le sens de l’équation précédente est le même que pour la for- 
mule de transformation des intégrales simples. Les deux membres 
seront soit égaux, soit tous deux indéterminés mais alors avec les 
mêmes limites d’indétermination. 


8 2. Réduction des intégrales doubles généralisées ('). 


1. Hypothèses et notations. — Nous supposerons, dans tout ce 
paragraphe comme dans le précédent, que la fonction à intégrer f (æ, ) 
n'est discontinue ou infinie que sur des lignes de discontinuité sou- 
mises aux conditions ordinaires, sauf peut être sur la frontière du 
domaine d'intégration (n° 68). Le cas le plus important est celui où 
flæ, y) ne change pas de signe dans le domaine d'intégration et où ce 
domaine est un rectangle R, compris entre les abscisses a et À, les 
ordonnées b et B. Nous nous placerons d’abord dans ce cas, mais, 
pour fixer les idées, nous admettrons dans les démonstrations que la 
fonction f est positive (ou nulle). 

* Nous venons de voir que l'intégrale dans R est la limite de celle 
dans un domaine D' qui tend vers R mais dans lequel (x, y) est con- 

(4) Pour une étude plus approfondie de la réduction des intégrales multiples 


généralisées, on peut consulter mon article du journal de mathématiques pures 
et appliquées 1899. 
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tinue. Soient D}, D',.. D’... une suite illimitée d’états successifs du 
domaine variable D', telle que D! se développe constamment et tende 
vers R quand n tend vers l'infini. Appelons /, (x, y) une fonction égale 
à f dans D, et à 0 en dehors et posons 


F(x) = M (x, y) dy, Fh (x) ff (x, y) dy. 


En vertu des définitions et des propriétés des intégrales généra- 
lisées, F sera la limite de F, quand n tend vers l'infini. Nous 
ne savons d'ailleurs pas si F existe ou non pour chaque valeur de x, 
mais, si F n'est pas déterminé, F sera infini positif (f étant positif). 

Ceci posé, les théorèmes relatifs à la réduction de l'intégrale 
double reposent sur le lemme suivant, où se trouve le point délicat 
de la démonstration : 


72. Lemme. — Si F(x) a une limite inférieure finie m dans l'inter- 
valle (a, A) et qu'on désigne par pa celle de F,(x), m sera la limite 
de Un pour n = 0. 

Remarquons d’abord que, quand n augmente, F, tend vers F sans 
décroître (f étant positif), donc pm, ne peut décroître non plus et un, 
étant toujours £ m, tend vers une limite x qui sera aussi < m.Il s'agit 
de prouver que u = m. 

Je dis d’abord qu'il existe au moins un point £ dans l'intervalle 
(a, À) où l’on à F(6) < pu. 

En effet, si la relation F, (a) < y a lieu quel que soit n, elle sub- 
siste à la limite et l’on a F{a) < x, ce qui prouve la proposition. 

Supposons donc qu’il y ait un indice x pour lequel F, (a) soit > ka, 
cette relation subsistera a fortiori pour tous les indices suivants. 
Considérons ceux-là seulement. La fonction continue Fh, qui, dans 
l'intervalle (a, A), passe par les valeurs F,(a) et Un, passera aussi 
par la valeur intermédiaire pm. Soit &, la plus petite solution de 
l'équation F,(x) = x dans cet intervalle. Cette plus petite solution 
existe, car,F, étant continue, la limite inférieure des solutions est une 
solution. Ceci admis, si »n tend vers l'infini, £, sera stationnaire ou 
croissant (car, si F, est > x entre a et &,, Fu l’est a fortiori), donc 
Er, qui est toujours compris dans l'intervalle (a, A), tendra vers 
un point & de cet intervalle. Considérons maintenant les relations. 


Fn(En+p) < Fn+p (Ent) = M 
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qui ont lieu pour tous les nombres positifs n et p. Faisons tendre p 
d’abord vers l'infini ; il viendra (F, étant continue) | 


RD Fn (a) = Fr (E) a) 
d’où, n tendant ensuite vers l'infini, 
lim F,(E) = F(E) < p. 
n= oo 


Le lemme résulte immédiatement de là, car FE) ne peut être 
moindre que m (minimum de F) et m est au moins égal à a. On a 
DORÉ M. 

On remarquera que nous avons prouvé, en même temps, que la 
fonction F(x) atteint toujours son minimum dans l'intervalle (a, A). 


3. Théorème I. — Si la fonction f(x, y) ne change pas de signe 
dans le rectangle R compris entre les abscisses a, À et les ordonnées b, B, 
son. intégrale dans ce rectangle se réduit à des intégrales simples par la 
formule habituelle 


[es vù de dy = (ax (1e, 0 du, 


sous la seule condition que cette réduction conduise à un résultat déter- 
miné (l'infini non excepté). 

Quand nous disons que le résultat est déterminé, nous entendons 
donc par là que la fonction 


F (x) = [ | fl, y) dy 


(qui, d’après nos hypothèses, est déterminée ou infinie) satisfait 
aux conditions qui ont été admises dans le paragraphe précédent pour 
définir les intégrales généralisées (n° 68). Dans ce cas, l'intégrale de 
F{x) est aussi déterminée ou infinie; mais, si sa valeur est infinie, 
la démonstration prouvera que l'intégrale double est infinie aussi. 
Ceci bien entendu, supposons, pour fixer les idées, que f soit positif 
et passons à la démonstration du théorème. 


On a, la réduction ne donnant pas lieu à discussion pour fn, 


À B 
ff fax dy — lim [ {day = im az | fa dy, 
R n= R a D 


ou, plus simplement, 


| [hr dx dy = lim il Fa (x) dx. 


NOR 


Divisons (a, A) en intervalles élémentaires à, et désignons par trs 
le minimum de F,(x) dans à, ; on aura, en appliquant le théorème de 
la moyenne à chaque intervalle à;, 


A 
[ Fu (x) dx > Du De 
(41 


Faisons d'abord tendre n vers l'infini ; mn tend vers le minimum 
m; de F(x) dans à;, en vertu du lemme précédent qui s'applique 
à d, comme à (a, A). Il vient ainsi, à la limite, 


R 


Faisons maintenant tendre tous les à, vers 0; il vient, par la . 
remarque IV du n° 62, 


[ [rar dy > (rte dx. 


Mais, d'autre part, f est > f, et F > F,; donc l'intégrale de F 
(qui est déterminée ou infinie) l’emportera toujours sur celle de F, 
quelque grand que soit n, on a donc 


f [rar dy im [ F,(x)dx < [ F(x) dx. 
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Comparons ce résultat au précédent ; on en conclut 


A 
[| [ dx dy =[ F(x) dx, 
+ }R (#2 
ce qui revient à Ja formule du théorème. 


74. Théorème IT. — Si La fonction f (x, y) ne change pas de signe et 
que le domaine d'intégration s’étende au plan des xy tout entier, l'in- 
tégrale de f dans ce domaine que nous désignerons par P, se réduira aux 
intégrales simples par la formule 


offre dd fa ("rte v à, 


pourvu que cette réduction fournisse un résultat déterminé. 
Transformons les deux intégrales simples consécutives du second 
membre par les substitutions | 


0 NIUE (A+u?) du 
nd 02 _ (—)? 


(1—u) ” 


qui sont permises car nous ferons varier w et v de — 1 à + 1 et, dans 


se v 
Pig = 


Ode 


cet intervalle, les dérivées de x et y sont, sauf aux limites, continues 
et positives (n° 67). Le domaine du point {u, v) sera un carré R, borné 
dans les deux sens par les valeurs — 1 et +1 ; et, si l'on pose, en 
abrégé, 


AEUTTENE Ù) (4+-u?) (1+v?) 
LA Gars jp) (1—u?)? (1— 12)? 

le second membre de l’équation (2) se transformera dans le premier 
membre de la relation suivante : 


4-1 +4 
[ du | o (u, v) dv =[ o (u, v) du dv. 
A Cox | 


Quant à l'exactitude de celle-ci, elle se justifie par le théorème 
précédent (I), car son premier membre est déterminé. Tout revient 
donc à montrer que l'intégrale double étendue à R est la même que 
celle étendue à P, ce qui résulte enfin de la formule de transforma- 
tion des intégrales doubles établie au n° 70. Il est à peine besoin de 
faire observer que les conditions supposées dans cette formule sont 
ici pleinement remplies. 


‘76. Théorème III. — Si a fonction f {x, y) ne change pas de signe, 
on aura, les limites des intégrales étant finies ou infinies mais constantes, 


[ k &æ[" (x, y) dy — [ F af (x, y) dx, 


sous la seule condition que les deux membres soient déterminés. 

En effet, on peut permuter x et y dans les deux théorèmes précé- 
dents et, par conséquent, les deux membres de cette équation repré- 
sentent la même intégrale double. 


76. Théorème IV. — Si f(x, y) ne change pas de signe dans le 
domaine D de forme quelconque, l'intégrale de f dans D se réduira à 
des intégrales simples entre les limites du domaine D par le procédé 
ordinaire. sous la seule condition que cette réduction conduise à un 
résultat déterminé. 

En effet, en désignant par j, une fonction égale à f dans D età 0 
en dehors, ensuite par P le domaine étendu au plan xy tout entier, 
on a, quel que soit le domaine D fini ou infini, 


f[ [ dx dy = ff f, dx dy = [de fl 1 dy, 


pourvu que la dernière expression soit déterminée. 


os QU 


En négligeant les intervalles d'intégration dans lesquels f, est 
constamment nulle, on voit que cette expression est la même que 
celle obtenue en faisant directement la réduction de la première inté- 
grale double, ce qui établit le théorème. 


"7. Si la fonction f(x, y) change de signe dans le domaine d'inté- 
gration D, le procédé le plus simple pour effectuer, en toute sécurité, 
sa réduction à des intégrales simples sera généralement de partager le 
domaine D en plusieurs autres où la fonction ne change pas de signe 
et de faire la réduction dans chacun de ces domaines séparément. 

Toutefois, si ces domaines partiels sont de forme compliquée ou ne 
satisfont pas aux conditions convenues (n° 1), ou bien encore s'il y 
en à un nombre infini, on pourra utiliser le théorème suivant : 


Théorème V. Si f(x, y) change de signe dans le domaine d'inté- 
gration D, l'intégrale double de f peut encore se réduire à des intégrales 
simples, si la réduction est permise quand on remplace f par sa valeur 
absolue. 

Dans la démonstration, nous admettrons (les autres cas s’y ramenant) 
qu’on choisit comme domaine d’intégration le rectangle R compris entre 
les abscisses a et À, les ordonnées b et B. 

Soit alors w une fonction (positive ou nulle) égale à f pour positif et à O 
pour f nul ou négatif. Cette fonction @ n'aura pas d’autres lignes de 
discontinuité que celle de j'; elle satisfera, sous Le rapport de ces lignes, 
aux mêmes conditions que j. Je vais maintenant montrer que l’on aura 


A B 
(1) [| e dx dy =[ | e dy, 
R a y) 


en prouvant, à cet effet, que le second membre est déterminé. 

Définissons », par rapport à © comme /, l'a été par rapport à f (n° 71). 
L'intégrale de w, étant certainement déterminée dans R quelque grand 
que soit », il suffit de montrer que la différence 


A B A B À B 
[ de | o dy —[ de | En dy | de | (pb — a) dy, 
a b a b (4 b 


qui est déterminée en même temps que son premier terme ou qui à sinon 
la même amplitude d’indétermination, peut être rendue aussi petite 
que l’on veut, 

Poür cela, j'observe que l'on a |[f| — | fa | >+—v9n; donc, l'in- 
tégrale de | f | étant déterminé par hypothèse, on a 


[{ [| dx dy —[[ 146 de ay = | da (\ | F1 — 100800 


A B 
> [ de | (? — Pn) dy. 
a b 
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Quand x tend vers l'infini, le premier membre a pour limite O, car 
son premier terme est, par définition, la limite du second, Donc la der- 
nière expression tend aussi vers 0, elle est donc aussi petite que l’on 
veut. Donc le second membre de (1) est déterminé et cette équation est 
démontrée. 


Soit, de même, ÿ une fonction (nulle ou positive) égale à — f pour 
négatif et à O pour f nul on positif ; on aura, pour les mêmes raisons, 


(2) JL dæ dy = [ae [4 dy. 


Soustrayons (2) de (1) et observons que p—% = /f, le théorème sera 
démontré. 


S 3. Intégration et dérivation des intégrales définies 
par rapport à un paramètre. 
Convergence uniforme des intégrales généralisées. 


78. Intégration par rapport à un paramètre. — Soit [ (x, «) une 
fonction continue des deux variables æ et « dans un domaine rectan- 
gulaire R, limité par les valeurs a et b de x et par les valeurs «& et «, 


de « ; l'intégrale 
b 
== [ Hire) ar 


est comme nous l’avons démontré au n° 3 (où y remplace «) une 
fonction continue de « dans l'intervalle (wo, «,). On peut se proposer 
d'intégrer ou de dériver cette fonction. 

Si l’on intègre © (a), on tombe sur une intégrale double 


[ EN [ ‘ [ Hattids 


On peut utiliser pour la calculer toutes les méthodes de transfor- 
mation étudiées dans le premier chapitre, mais la plus employée est la 
règle d'intégration sous le signe qui consiste à intervertir les intégra- 
tions par rapport à x et «. Toutefois il ne faut pas oublier que cette 
règle n'est établie que pour les intégrales proprement dites. Nous 
verrons tout à l'heure qu’elle ne s’étend aux intégrales généralisées 
que sous des conditions particulières. 
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9. Dérivation par rapport à un paramètre. Règle de Leïbnitz. — 
Considérons, comme au n° précédent, l'intégrale proprement dite 


ela) — (ft «) da 


et supposons que la fonction f(x, «j ait une dérivée partielle f} (x, à) 
déterminée et continue dans le rectangle limité par les valeurs a et b 
de x, to et «, de «. La dérivée de w{a) dans l'intervalle (%, a) S'Ob- 
tiendra en dérivant simplement par rapport à « la fonction sous le 
signe d'intégration, de sorte que l'on aura 


g'{a) = ['fute, o) da 


Cette règle est celle de la dérivation sous le signe ou règle de Leib- 
nitz. C’est une conséquence de la précédente. 
Soit, en eftet, « un point quelconque de l'intervalle («,, «,) } on a, 
par la règle d'intégration sous le signe, 
a b b 
f'aaffruta, de — [rte à — rte, aol de = #40) — go) 
% < 
La dérivée du premier membre par rapport à « est Ja fonction sous 
le signe d'intégration extérieur. Il vient donc, en égalant les dérivées 
des deux membres extrêmes, 


[ "fulæ, a) de = ga). 


80. Modification de la règle de Leibnitz dans le cas des limites 
variables. — La règle précédente suppose que les limites a et b sont 
indépendantes de «. Considérons maintenant une intégrale dont les 
limites x, et x, soient des fonctions de «, par exemple 

Le 
(a) — F fæ, «) dx. (T, > di) 
1 

Nous supposerons : 4° que æ, et x, sont deux fonctions continues 
de « ayant des dérivées également continues dans l'intervalle (a«,, &) ; 
90 que la dérivée partielle f,(æ, «) est déterminée et continue dans le 
domaine D du plan xa compris entre les droites à = «9, x = o, etles 
courbes x = x,, & = X:. 

Je dis que l’on aura, sous ces conditions, dans l'intervalle (&, &), 


T2 0 dx; dx 
ge = (USE de + fu 9 ga fl 


c'est-à-dire que l’on doit ajouter deux termes complémentaires à celui 
fourni par la règle de Leibnitz. 


E'oTrer 


Gette nouvelle règle se ramène à celle de Leibnitz par un change- 
ment de variables. Substituons, en effet, à x une nouvelle variable 
d'intégration t par la relation. 


L = Li + (Lo — %) f, 


de sorte que x est maintenant fonction de f et de « et coïncide avec L 
pour { — N et avec x, pour t — 1. L'intégrale transformée sera 


= free © à 


où la fonction à intégrer a pour expression développée 
PTT + (Ge — di) t, a] (te — x). 


Cette expression est une fonction continue de ft et de « dans le rec- 
tangle du plan fx compris entre les valeurs 0 et 1 de {, & et «, de «. 
On voit de suite que sa dérivée partielle par rapport à « jouit de la 
même propriété. La règle de Leibnitz s'applique donc à l'intégrale 
transformée (aux limites constantes 0 et 1) ; elle donne 


PO AE OR 1 0f.02 07 
Re =[ EE SRE SET +1 Se) à 


t—1 
= for oi d+ for (dar = (de + [RTE 
C'est, sous une autre forme, la formule qu'il fallait démontrer. 
Remarque. Si l’on considérait o(«) comme une fonction composée 
de « par l'intermédiaire des variables x, et x,, la règle de dérivation 
des fonctions composées conduirait au même résultat. Mais l'emploi 
de cette règle n’est pas légitime sans démonstration, car elle suppose 


des conditions de continuité dont nous nous sommes affranchis dans 
le cas actuel. 


81. Convergence uniforme des intégrales g'énéralisées, — Les règles 
précédentes et la continuité même de ® («) reposent sur les hypo- 
thèses : 1° que f(x, «) et sa dérivée partielle (s’il s'agit de la règle de 
Leibnitz) sont des fonctions continues ; 2 que l'intervalle d'intégra- 
tion est limité. Ces règles peuvent tomber en défaut pour les inté- 
grales généralisées, et, pour reconnaître quand elles demeurent 
légitimes, il est commode d'introduire une notion nouvelle, celle de 
la convergence uniforme des intégrales généralisées. Nous nous bor- 
nerons ici aux premières notions sur cette question. Il ya deux Cas 


principaux à considérer : | 
1. 


at +) 


Jo Examinons d’abord le cas où la fonction est continue sous le 
signe { mais où une limite de l'intégrale est infinie. Soit donc 


Dit MC «) dx. 


Nous dirons que cette intégrale converge uniformément pour un 
certain mode de variation de à, par. exemple dans l'intervalle (ao, 4), 
si à tout nombre positif e si petit qu’il soit correspond un nombre X, 
indépendant de «, tel qu'on ait, sous la condition X'>X, et pour 
toutes les valeurs considérées de a, 


fx, a) dxl<e. 
1 


90 Considérons, en second lieu, le cas où la fonction f(x, «) peut 
croître indéfiniment pour certaines valeurs de x et «, mais est con- 
tinue en tout point aux environs duquel elle reste finie. Ce cas est 
plus complexe que le précédent, car la répartition des points de 
discontinuité dans le plan (x, «) peut être plus ou moins compliquée. 
Ces points peuvent être isolés ou bien se suivre d'une manière con- 
tinue sur certaines lignes. Pour simplifier, nous nous bornerons au 
cas le plus simple mais le plus fréquent, celui où f(x, «) n’est infinie 
que pour un nombre limité de valeurs de x indépendantes de «. 

Cette condition peut se réaliser de deux manières différentes, soit 
que f(æ, «) ne devienne infinie qu'en des points isolés du plan (x, «) soit 
qu’elle devienne infinie le long de certaines droites parallèles à l’axe 
des æ. Les deux intégrales suivantes sont des exemples de ces deux 


Cas . 
L dx 1 
[ POP fee (1 —— x) dx. 


Dans la première, la fonction sous le signe n’est infinie qu'en un 
point isolé (l'origine) ; dans la seconde, elle est discontinue tout le 
long de l’axe des à positifs. Dans les définitions et les théorèmes qui 
vont suivre, cette distinction est indifférente. 

Sous les conditions précédentes, l’uniformité de la convergence 
des intégrales de fonctions discontinues est tout analogue à celle des 
intégrales à limites infinies et les théorèmes relatifs à ces diverses 
intégrales vont s'énoncer dans les mêmes terres. | 

Considérons d’ebord l'intégrale 


TONCEL 
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où nous supposerons que f (&, «) ne devient infinie que pour x — b. 
Nous dirons qu’elle converge uniformément pour un certain mode de 
variation de à, si à tout nombre positif e si pelit qu’il soit correspond 
un autre nombre positif à indépendant de « et tel qu'on ail, sous la 
condition 0 < 0! < 5, 


€. 


b 
Lt, ah dei 


b—0! 


On voit immédiatement comment il faut modifier la définition pré- 
cédente si c’est pour x — 4 que f est ou peut devenir infinie. Si cette 
fonction peut devenir infinie pour plusieurs valeurs æ,,x,,.. de x, 
On partagera l'intervalle d'intégration et, en même temps, l'intégrale 
proposée en plusieurs autres dans lesquels f ne devient infinie qu’à 
l’une des limites. Enfin, si f a des points de discontinuité en nombre 
limité et si, de plus, l’intégrale est à limite infinie, le partage pourra 
se faire en plusieurs intégrales pareïlles aux précédentes avec en 
plus une intégrale de fonction continue mais à limite infinie. Si 
chacune de ces intégrales composantes converge uniformément, il en 
sera de même pour la proposée. 


On va s'assurer dans un instant que, malgré le passage à la limite 
nouveau que comporte leur définition, les intégrales uniformément 
convergentes conservent certaines propriétés très importantes des 
intégrales proprement dites. Il est donc utile de Savoir reconnaître 
l’uniformité de la convergence. La règle suivante est loin d’être 
générale, mais elle suffit dans beaucoup de cas. 


82. Criterium de convergence uniforme. — Une intégrale généralisée 
qui dépend d'un paramètre converge uniformément si ses éléments 
SuCCessifs ne surpassent pas en valeur absolue les éléments COrrespon- 
dants d’une intégrale absolument Convergente, prise entre les mêmes 
limites, mais ne renfermant pas le paramètre. 

Nous pouvons borner la démonstration au cas d’une intégrale à 
limite infinie car elle est analogue pour les autres cas. Comparons 
donc les deux intégrales : 


[fe a) a, [NEC | da, 


en supposant que la seconde converge et qu’on ait constamment 
| f(&, &) | | 6 (x) | . On aura évidemment l'inégalité 


Arte ee |<) (1 6 us 1 aa 
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Mais, puisque elx)lde converge par hypothèse, à tout nombre 
e correspond un nombre X tel que le second membre de cette 
inégalité soit < € pourvu que X! soit > X. Alors le premier membre 
est a fortiori <e, ce qui est, par définition, la condition de conver- 
gence uniforme à démontrer. 


83. Théorème relatif à la continuité. — Une intégrale généralisée 
qui contient un paramètre est fonction continue du paramètre dans tout 
intervalle où la convergence est uniforme. 

Bornons encore la démonstration au cas de l'intégrale d’une fonc- 
tion continue mais à limite infinie. Soit f une fonction continue et soit 
l'intégrale 


ele) = | F{e, où dr. 
Faisons la décomposition 
plc) ={ (v, «) dt +R, R il «6 2) da. 
Pour un accroissement Ac du paramètre, on a 
No = a [far AD af" jüe + R+AR —R. 


Pour établir que A9 tend vers 0 avec Av, il suffit de montrer que 
chacun des trois termes dans lesquels nous avons décomposé A 
peut être rendu inférieur en valeur absolue à tout nombre positif e 
si petit qu’il soit, pourvu que Aa soit suffisamment petit. À cet effet, 
prenons d’abord X assez grand pour que R soit moindre que € quel 
que soit «, ce qui est possible puisque la convergence est uniforme. 
Les deux derniers termes de la décomposition sont alors moindres 
que €, Au restant arbitraire. Quant au premier terme, c’est l’accroisse- 
ment d’une intégrale aux limites finies a et X, laquelle est fonction 
continue de «. On peut donc rendre Aa assez petit pour que cet 
accroissement soit moindre que €, ce qui achève de prouver la 
proposition. 

84. Généralisation de la règle d'intégration sous le signe (1). — 
L'intégration sous le signe d’une intégrale généralisée par rapport à un 
paramètre, demeure légitime dans tout intervalle fini où la convergence 


est uniforme. 


(1) Voir aussi le théorème du n° 75 pour le cas où f ne change pas de signe. 
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Bornons-nous, dans la démonstration, au cas de l'intégrale d’une 
fonction continue, mais à limite infinie, 


e le)=[ fte, cd. 


Supposons qu’elle converge uniformément dans l'intervalle (& , «); 
elle sera fonction continue de «. Faisons la décomposition 


o (a) = (ft a) dx +R, R—( /(a, &) dx. 


L'interversion des intégrations ne donnant pas lieu à discussion 
pour l'intégrale à limite finie, il vient 


Œ X Œi a" 
f pla) d= | ax| fa + [ ‘Rdo. 
%o F 4 . %o 
Faisons tendre X vers l'infini ; la dernière intégrale tendra vers 0, 
car R finit par devenir inférieur en valeur absolue à tout nombre 
positif e pour tous les éléments de l'intégrale sans exception ; il vient 


donc, à la limite, 
CA De) Ca 
[ pa) de = [ da [ fée, 
re) 4 Lo 


ce qui prouve la proposition. 


Remarque. — On voit que la démonstration précédente ne s’applique 
plus si l'intégration par rapport au paramètre se fait entre des limites 
infinies. D’ailleurs, dans ce cas, le théorème n’est plus vrai d’une 
manière générale et il faut des conditions supplémentaires pour 
justifier l'intégration sous le signe. Nous ne les examinerons pas 
ici (°). Nous rappellerons seulement que la règle n° 75 s’applique à ce 
cas, et cette règle suffit dans un grand nombre d'applications. 


85. Théorème. — L'intégrale généralisée étant uniformément con- 
vergente dans l'intervalle (ao, «), on peut, par la règle précédente, 
intégrer sous le signe entre « et un point variable « de l'intervalle 
(do , &), je dis que la nouvelle intégrale ainsi obtenue sera encore unifor- 
mément convergente dans l'intervalle (to, &). 

Bornons-nous encore au cas de la limite infinie et considérons l’inté- 


(1) Consulter, sur ce point, notre Etude sur les intégrales à limites infinies 
dans les « Annales de la société scientifique de Bruxelles », 1892, 


AO — 


tégrale œ(a) de la démonstration précédente. L'intégrale proposée 
étant uniformément convergente, à tout nombre e correspond, par 
hypothèse, un nombre X tel qu'on ait, pour X'> X, 


[rte e Axe, 
x! 


Intégrons cette relation de &, à « et observons que « a pour maxi- 
mum &, ; nous Obtenons l'inégalité 


œ 
[ da 
ne) 


et à fortiori (l’interversion d’intégrations étant permise) 


x Ce] ee) œ 
f de fdx [ ax | Fr 
4 À a x 
Comme ea, — «) est, en même temps que &, un nombre positif 


fixe aussi petit qu'on veut, cette inégalité est précisément celle qui 
sert de définition à l’uniformité de convergence en question. 


Ce (a — ao) LE (dy — & ). 


[ “dx 


LA 


Æ e(x, — à) 


86. Intégration répétée. — En répétant l'application du théorème 
et de la règle précédente, on voit que l'intégration entre & et x 
d’une intégrale uniformément convergente dans l'intervalle (« , &), 
peut être effectuée sous le signe un nombre quelconque de fois de 
proche en proche et que l'intégrale obtenue après un nombre quel- 
conque d'intégrations sera uniformément convergente dans le même 
intervalle que la proposée. 


8'7. Genéralisation de la règle de Leibnitz. — Lorsque la dérivation 
sous le signe d’une intégrale proprement dite ou d’une intégrale géné- 
ralisée (supposée existante) conduit à une intégrale généralisée, la règle 
de Leibnitz demeure légitime, c'est-à-dire que l'intégrale proposée a 
pour dérivée l'intégrale fournie par la règle, pourvu que cette dernière 
intégrale converge uniformément dans le voisinage de la valeur du 
paramètre. 

Il n’y a qu’à reproduire la démonstration du n° 79, car l’inter- 
version d'intégrations sur laquelle elle repose demeure légitime en 
vertu du théorème précédent. 
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8 4. Calcul d’intégrales définies par des artifices divers. 


® sinx 
88. Calcul de J Fa dx. — Dans le premier volume (n° 193), nous 


0 
avons obtenu les deux intégrales suivantes : 


/ __ ef (a cos bx +- b sin bx) 

ñ | COS bx dx == RE LE DAT à + C, 
ea (a sin bx — b cos bx 

1e sin bx dx — SR ee sa 4 


On en conclut, comme cas particulier, 


FL SEA 
(2) J (4 RP CE ere 


(o) 


Tous les éléments de cette intégrale deviennent maxima et positifs 
pour « == Ô, et comme l'intégrale converge encore pour cette valeur, 
elle converge uniformément de quelque manière que varie « (n° 82). 
Intégrons donc deux fois de suite de 0 à «, ce qui se fera sous le 
signe (n° 86) ; il vient 


(e2 2 
De | arc tg « da = aarctg j 2 RBREE" 
(0) 


Supposons à positif et changeons x en x : à, il vient 


Log (1 +?) 
Ar 

Considérons cette intégrale comme dépendant du paramètre 1 : «; 
tous ses éléments deviennent maxima et positifs pour 1:x=0, 
valeur qui laisse l'intégrale convergente. Donc l'intégrale converge 
uniformément pour les valeurs nulle ou positives de 1 : «et elle est 
fonction continue de 1 : x (n° 83). Faisons donc tendre « vers Pinfini 
ou 4 : « vers 0 ; il vient, à la limite, 


® 4 cos x r 
(3) f. Mae 0 tot 


CURE 
[ e role 


2 
0 TL 


L'intégrale (3) en donne d'autres. On peut d’abord intégrer par 
parties en considérant dx : x? comme une différentielle, ce qui donne 
l'intégrale du titre. On peut ensuite remplacer 1 — cosæx par 
2 sin? (x : 2) et prendre x : 2 comme variable d'intégration. On trouve 
ainsi les deux résultats : | 


® sinZ ® /sinæ\2 T 
(#) Eu | (ares 
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© sin «x 


. 89. Remarques sur l'intégrale [ dx. — Soit « un paramètre 


positif. Changeons la variable d'intégration x en «x dans l'intégrale (4), 
ce qui n’altère pas les limites ; il vient 


sin ax T À 
JE : dx — 5? Si « > (0. 


Donc, pour « positif, cette intégrale a une valeur constante indé- 
pendante de «. Si l’on change le signe de «, tous les éléments de 
l'intégrale changent de signe, donc l'intégrale aussi, sa valeur sera 
donc — x:2. Enfin, si « — 0, tous les éléments sont nuls, donc 
l'intégrale l’est aussi. En résumé, 


/ au Sia<0, 


: D 

(5) [TE à — Den 
[e) 

| grsia>0. 


Ainsi cette intégrale est une fonction discontinue du paramètre, 
sa valeur change brusquement quand « atteint ou dépasse la valeur 0. 
On peut en conclure, à cause du théorème du n° 83, que la conver- 
gence ne peut être uniforme quand « tend vers 0, ce qu’il serait 
d’ailleurs facile de vérifier directement. | 

L'intégrale (5) nous fournit, en même temps, un exemple d’une 
intégrale qu’il n’est pas permis de dériver sous le signe par rapport 
à a. La fonction étant constante, sa dérivée est nulle, tandis que la 
dérivation sous le signe conduit à une intégrale indéterminée. 


90. Intégrales calculées par dérivation sous le signe. — I. Si, dans 
l'intégrale du n° 69, on change x en x : Ÿ/4 où t est > 0, il vient 


(6) { de vs Re 


En dérivant sous le signe par rapport à £, il vient 


(7) { er tax? dx = MEN À 
0 4 Nr l 
Plus généralement, après » dérivations, on trouve, pour # > 0, 
” #4173..1(9n — 4) A 
(8) { e—tx? a? dx — 9 Ne LS es pn VrÉ 


Ces dérivations sont permises par le théorème du n° 87. En effet, 
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les intégrales ainsi obtenues convergent uniformément quand t varie: 
sans descendre en dessous d’un nombre positif «, si petit soit-il. 
Elles convergent effectivement pour la valeur { = « qui rend leurs 
éléments maxima et positifs. 


09 
IT. Considérons ensuite l'intégrale I — [ e%* COS 2ax dæ; il vient 
#0 


encore, par le théorème du ne 87, 
= —[ 2x e—%* sin 2ax dx. 
Œ (e) 


En effet, cette intégrale converge uniformément, car ses éléments 
sont inférieurs en valeur absolue à ceux de l'intégrale convergente 
et à élément positifs qu’on en déduit par la suppression du facteur 
sin 2«x. Mais, en considérant — 2x e—2* dx comme la différentielle de 
e*, cette intégrale se ramène à la proposée par une intégration par 
parties. On trouve 


al + dd I He 
FRE d’où TT = — 2vde, TRES a 
Observons que I, = Vr : 2 {n° 69), il vient 
(9) I =[ e% cos 2ax dx — VE ed 
0 


91. Intégrales de la diffraction, — Revenons à l’intégrale (6) 
fe Mur — Ve 
(2) 


qui, comme on l’a vu, converge uniformément si t varie sans descen- 
dre en dessous d'un nombre positif «. Multiplions cette équation par 
sin {, Ce qui, l'élément de l'intégrale étant diminué, n’altère pas l’uni- 
formité de la convergence, puis intégrons par rapport à {entre deux 
nombres positifs « et 8 > « ; on peut intégrer sous le signe et il vient 


p 
teen à fe ter 
« Vt 


En effectuant l’intégration sous le signe par la formule (1), il vient 


8 : Pur? 2 re 
En é A: ea 
VT 


0 te 


AI f' The F (EE re 
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Les quatre intégrales des seconds membres se réduisent pour « et 
6 — 0 aux deux suivantes (!) : 


x? dx T 


RUVESETOES 1 ET 


Les quatre intégrales en question convergent donc uniformément 
si « et $ varient sans devenir négatifs, car elles convergent pour les 
valeurs « == $ = 0 qui rendent tous leurs éléments maxima et positifs. 
Faisons donc tendre « vers 0 et remplaçons Ê par « ; il vient, à la 
limite (n° 83), 
je ii ul LEA | sin u e "ad atde + COS u (ea æ | 

o Yi 2 VT o 1+ x Jo TAC 


Si, au lieu de multiplier par sin { on avait multiplié par cos f, on 
aurait obtenu, par un calcul analogue, 


De Ce 
fes cos Al UE dx on 1e ide 
0 | +- ve #0 1 +- “5 


Les she des den membres dans ces deux dernières rela- 
tions se rencontrent dans la théorie de la diffraction. Ges relations 
sont dues à Gilbert et elles jouent un rôle important dans cette théo- 
td 

Si l'on fait croître w à l'infini, les intégrales qui multiplient sin « et 
cos w décroissent constamment et tendent vers 0. En effet, en négli- 
geant x au dénominateur, on voit qu’elles sont respectivement moin- 
dres que les suivantes, obtenues au n° précédent : 


ave 7 PRET SES &. 
0 2 u 0 Au u 


On aura donc, à la limite, pour u := o, 


sin { COS { . 
EE a [2 RE = VE 


(1) Celles-ci sont égales entre elles, car elles se réduisent l’une à l’autre en 
changeant x en 1 : «; elles sont donc aussi égales à leur demi-somme et l’on a 
effectivement 


© Co Q0 
EU OP met de Lt dæ 
ki) 1+æ ÉD 1taitaV2 4 Litai-xVe 


1 ù Si ee 
NE are tg (eV +1)+ arc tg(æ V2? 5] 7 2V2 
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x , T TU 
Si, dans celles-ci, on change encore t en 9 x?, il vient 


CO CO 


EP LE 15 pe Re 
(10) [ snÿa dx { COS Gæ dx 9 


On donne à ces dernières intégrales le nom d’intégrales de la diffrac- 
tion. 


92 Limite pour À — © de [ "ft sin x dx. — Soit f(x) une fonc- 
(42 


tion continue ainsi que sa dérivée dans l'intervalle (a, b) ; on a, par 
une intégration par parties, 


{re sin kr dx — _- le } cos kx ia rt (x) cos kx dx. 


Si l’on fait tendre & vers l'infini, les quantités qui multiplient 1 : # 
dans le second membre conservent une valeur finie, car f et f! sont 
supposés finis et le cosinus ne peut pas surpasser l'unité. Il vient donc 


b 


(11) lim A x) sin &x dx = 0. 


R= 


Ce résultat en fournit un autre. Soit encore f (x) une fonction con- 
tinue ainsi que sa dérivée dans l’intervalle de 0 à a (a >0). On a 


[ “flx) SE at fe ner e + [PA HORS En 


Faisons tendre 4 vers l'infini et considérons les deux intégrales du 
second membre. La seconde tend vers 0 d’après l’équation (11), car 
[{ (xæ) — f (0)] : x est fonction continue de æ même si x tend vers 0 
[auquel cas ce quotient tend vers f" (0)]. La première intégrale tend 


TT 51 Ê 
vers ÿ> Car On a, par l'équation (4), 
. faæsin kx RO Aa Sin tr ® sin x T 
lim dx = lim dx = dx = —° 
0 TL o x o x 2 


Il vient donc (a > 0) 


à aq sin kx 
(12) lim | f(x) —— dx — 5 l'O). 


. Les relations (11) et (12) jouent un rôle important dans l'étude des 
séries de Fourier. Nous les retrouverons plus tard. Mais on a souvent 
l'occasion de les employer dans la transformation des intégrales 
définies. En voici un exemple : 
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® COS af 
AH 


(e . 17 & 
eZ (a COS {x + { Sin {x 
[ eZ COS (x AX — ER eme) 
(e) 


EU A 


93. Calcul de [ 
O 


1 
Posons successivement a — + 1 puis a — — 1 et intégrons chaque 
fois les deux membres de 0 à & par rapport à £. Il vient 


@ : Rk 
fete HE a[[ COS ai 3, + t sin at dt ]are EE 
O 


o 41+Ë A+ 
GS ITR | COS at k {sin af | 
Île = ——— dx = ea | — (pos srareen 1LE dt |+arctgké. 


Si « est positif et si l’on fait tendre k vers œ, les deux intégrales du 
premier membre ont pour limite x:2 (équation 12) et arctgk a la 
même limite. Donc en résolvant les deux équations précédentes par 
rapport aux intégrales des seconds membres, il vient, pour « > 0, 


® COS at ® tsin ah (TRES 
(13) [ 11e dt = [NS TE = gt me 


94. Intégrales de Frullani. — On donne ce nom à certaines inté- 
grales dont la valeur se détermine par la considération d’une intégrale 
singulière. Soit f(x) une fonction continue de x, telle que l’intégrale 
à limite infinie 


[ro (A > 0) 


ait une valeur déterminée; soient ensuite a et b deux constantes 
positives ; l’intégrale 


1 [7 MEET do 
À x 


est une intégrale de Frullani. Pour en déterminer la 4 écrivons 


I im | [” Lt) dx L LE ; 


E—0 


Et f (a) Lu to L. 


£—=0 E=0)/AS Pa 


La valeur de cette intégrale singulière s'obtient par le théorème 
de la moyenne. Soit £ une quantité comprise entre ae et be et qui 
tend vers 0 avec &, on a 


lim | RCE T _ jimf{E JE ° %_ {f Log 2 
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Par conséquent, 
ag (EM floor 


Par exemple, prenant f(x) = cos, puis f(t) =€e, il vient 
(a > 0) 


00 Le D p—X 2 
(15) [ HT CONPRTe | QE rl 07 0 
O X O TX 


Souvent une intégrale peut se ramener à la forme (14) par un 
changement de variables. Ainsi, par la relation 4 = €”, il vient 
(aetb>—1) 


EXERCICES. 
1. On a, par la relation & = igv, 
“Le 
fL <E ED = [F0 (1 + tg +) do — : Log 2 


En effet, (1+tgy) peut s'écrire V2 cos (— e): cos © et est par 
conséquent un produit de trois facteurs ; donc l'intégrale peut se décom- 
poser en une somme de trois autres. On voit de suite que les deux 
dernières se détruisent et la première donne la valeur cherchée. 


2. Déduire la seconde intégrale ci-dessous de la première : 
00 "2 (ce) a? b? # 
2 a ee de — V7, [ (eo & ea ) de = (ba) Vz. 
O O0 


R. On intègre par rapport à « de a et b et change æ en I : æ. 

3. Montrer que l’on a, si a est > O, 

2 = | co — 

fie (rm) x — dE e [ e 7 TE on Vz, 
O 


R. Les deux relations sont équivalentes. La seconde intégrale a pour 
dérivée par rapport à a l'expression 


(ee) do . 
[ Xe EN dx — [ nd en 
O - 


x? 


(0) 


qui est nulle car ces deux intégrales se détruisent (elles se ramènent l’une 
à l'autre en changeant æ en a : x). La seconde des deux intégrales pro- 
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posées est donc constante par rapport à a et on la détermine en posant 
(== 


4. Montrer (en développant en série par rapport à a) que l’on a 


T 
4 sin æ T D ie 
[ dm=s— e SE cos (a sin æ) dæ. 
0 AN 0 


5. Montrer, en développant Log (1 + æ) en série potentielle, que l’on 
a (la série numérique étant connue) 


S 4. Intégration des différentielles totales. 


96. Cas de deux variables indépendantes. — Soient x et y deux 
variables indépendantes, P (x, yet Q (x, y) deux fonctions continues 
ainsi que leurs dérivées partielles premières. On dit que l'expression 
P dx + À dy est une différentielle exacte s’il existe une fonction w des 
deux variables x et y dont cette expression soit la différentielle totale, 
en sorte qu'on ait 


(1) du = P dx + Q dy. 


En général l'expression P dx + Q dy n’est pas une différentielle exacte. 
En effet, la relation (1) revient, par définition, aux deux suivantes : 


ou ou 
P — Frs — HW. 
d’où l’on tire 
DRM 0 PANOE 
y Oxo’ OT  Oyox 


Les seconds membres étant égaux, on voit que Pdx + Qdy ne peut 
être une différentielle exacte que si l’on a identiquement, c'est-à-dire 
æ ety restant arbitraires et indépendants, 


OP  0Q 

(2) pe 
Telle est la condition nécessaire pour que Pdx + Qdy soit une diffé- 
rentielle exacte. J'ajoute que cette condition nécessaire est aussi 
suffisante et, pour le prouver, je vais montrer que, si elle a lieu, l’in- 


tégrale w de l'équation (1) s’obtiengra par deux quadratures. 


— A1 — 


La fonction inconnue « est d’abord Dies à la condition 


Ou 
Fe P{x,y). 


Soit a une constante choisie à volonté, l’intégrale définie 


[Pt y) dx 


effectuée en considérant y comme une constante, est une solution 
particulière de cette équation. La solution générale s'obtient en lui 
ajoutant une constante arbitraire par rapport à x, c'est-à-dire ici une 
fonction arbitraire (y). Nous poserons donc 


3) u— (PP, y) de + +. 


Il reste à déterminer, si c’est possible, la fonction # de manière à 
vérifier la seconde condition 


ou 
9 = AY) 
c'est-à-dire, à cause de (3) et par la règle de Leibnitz, 
DDR 
dy ak + o'{y) = Q(x, y). + 
Mais on a, en vertu de l'identité (2), supposée vérifiée, 


(OS de = (20 2 = fr) — Qt 


ce qui réduit la relation précédente à 


o'{y) = Qa,y), d'où elu) = [ Q(a, v dy 


Enfin, en substituant cette valeur de © dans (3), et en mettant en 
évidence la constante C comprise dans l'intégrale indéfinie, on trouve 


(& u— (Pt, y) de+ [at v) du + 


On voit donc qne, si la condition (2) a lieu, l'équation (1) admet 
une infinité d’intégrales ne différant l’une de l’autre que par la valeur de 
la constante d'intégration C. 

La constante a pouvant être prise à volonté, on la choisira, dans 
chaque cas particulier, de manière à simplifier autant que possible 
les intégrations. 
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I est clair qu’on aurait pu procéder dans l’ordre inverse et com- 
mencer l'intégration par rapport à y. Alors, b désignant une CONS IANLE 
choisie à volonté, on aurait obtenu 


(5) al ( Qix, y) dy + [ P{æ, b) dx + C. 


Soit, par exemple, l'expression 
(34? + 2y) dx + (x + y) d 
C'est une différentielle exacte, car on a 


dy 0 


Galculons son intégrale en faisant a — 0 dans la formule (4) : il vient 
u= [" (3 a? + 2y) de + | 2y ày — a + 2xy + y? + C. 


97. Remarque. — Les formules (4) et (5) supposent les fonctions 
P et À continues ainsi que leurs dérivées premières pour tous les 
systèmes de valeurs de x, y qui interviennent dans les formules. Si 
ces conditions sont réalisées dans tout le plan, il n’y a aucune difficulté. 
Plus généralement, si elles sont réalisées dans le rectangle R com- 
pris entre les abscisses a, et a,, les ordonnées b, et b,, la formule (4) 
sera applicable dans ce rectangle à la condition de choisir a entre a, 
et a, et la formule (5) à la condition de choisir b entre b, et b,. En 
effet tous les systèmes de valeurs de x, y à considérer dans ces for- 
mules restent alors compris dans le rectangle R. 

Nous reviendrons d’ailleurs sur la représentation analytique de l’in- 
tégrale dans le paragraphe suivant, en nous plaçant à un point de vue 
nouveau, qui permet un examen plus approfondi de la question. 


98. Cas de trois variables indépendantes. — La méthode précédente 
s'étend à un nombre quelconque de variables indépendantes, mais il 
suflira de développer les calculs pour trois variables. Soient PRO 
trois fonctions continues de x, y, + ainsi que leurs dérivées premières. 
On dit que l'expression 

(6) Pdx + Qdy + Rdz. 
est une différentielle exacte, s’il existe une fonction « des trois varia- 


bles x, y, x dont elle est la différentielle totale. Il faut, pour cela que u 
satisfasse aux trois équations 
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Comme les dérivées secondes sont indépendantes de l’ordre dans 
lequel on effectue les dérivations, on obtient trois conditions néces- 
saires pour que l’expression proposée soit une différentielle exacte, 
Savoir 


DÉS OO MOULE ONE OP 


(7) RTS A 0 | 011 Ci UT 


Ces conditions sont aussi suffisantes, car nous allons montrer que 
si elles ont lieu, l'intégrale w de l’expression (6) s'obtiendra par des 
quadratures. 

En effet, cette intégrale a d’abord P comme dérivée par rapport à x, 
donc elle est comprise dans la formule générale 


(8) u = (PP(e,y,2) de + glv, à) 


où a est une constante choisie à volonté et + une fonction arbitraire 
de y et 3. 

Pour que w ait pour différentielle totale l'expression (6), il faut 
encore que l’on ait 


ou ou 
(9) G% dy + a dx = Qdy + Rdz. 


Mais on a, par la règle de Leibnitz et en observant que Ne étant 
identique à (a s'intègre immédiatement, 


Qu _ [PL de DT RU 
De même, 

Où | do 

dx LL R(x, CE 3) Lo R(a, y; 2) JE “dx 


Par ces relations l’équation (9) se réduit à 
09 Gi APN TEE 
dy dy Lie d% ds = do TS Qia, y; 2) dy ct R(a, y, 2) dx. 


Donc la détermination de « dépend de l'intégration d’une expression 
différentielle à deux variables. La condition d’intégrabilité est vérifiée 
en vertu des équations (7). Donc « se détermine par la méthode éta- 
blie précédemment (n° 96). En désignant par b une nouvelle constante 
choisie à volonté, et en remplaçant + par sa valeur dans (8), on voit 
que l’expression (6) a une infinité d'intégrales comprises dans la for- 
mule générale 

8 
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(10) 46e [EC , *) dx + fac. 2) dy + fRte, b,2)dzx. 


Les conditions de continuité supposées dans la démonstration pré- 
cédente appellent évidemment une remarque analogue à celle du 
numéro (97). 


$ 5. Intégrales curvilignes qui ne dépendent que de 
leurs limites. 


Retour sur l'intégration des différentielles totales. 


99. Hypothèses à faire. — Soient P et Q deux fonctions continues 
de x et de y dans une aire D. La définition de l'intégrale curviligne, 


[par + Qdy, 


effectuée sur une ligne C tracée dans l’aire D, a été donnée au n° 49 
sous la forme la plus élémentaire, en admettant que le contour d’inté- 
gration se compose d'un certain nombre d’arcs consécutifs sur chacun 
desquels x et y varient constamment dans le même sens ou sont cons- 
tants. Nous supposerons de plus que les équations de la courbe CG sont 
données sous forme paramétrique, c’est-à-dire que x et y sont des 
fonctions de f et que le point (x,y) décrit la ligne d’intégration quand 
t varie de t, à T. Nous admettrons enfin que x et y ont des dérivées 
continues par rapport à { dans l'intervalle (4,, T), sauf peut-être en un 
nombre déterminé de points où ces dérivées passent brusquement 
d'une valeur à une autre (ce qui arrive si la courbe se compose 
d’arcs consécutifs dont les directions ne se raccordent pas). 

Sous ces conditions, l'intégrale curviligne se ramène à une intégrale 
définie ordinaire en prenant { comme variable d'intégration. Elle 


prend la forme 
DRE dy 
[e%+0%)ar 
déjà indiquée au n° 42. 


Les restrictions précédentes permettent de simplifier singulièrement 
les démonstrations, mais on peut s’en passer. Il importe de montrer que 
tous les théorèmes du présent paragraphe sont vrais pour les courbes 
rectifiables et les intégrales curviliynes dans le sens le plus général (t, I, 
n%$ 303 et 304). Nous aurons donc soin de donner, en petit texte, les com- 
pléments de démonstrations nécessaires à cet objet, 
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100. Changement des variables dans les intégrales curvilignes. — 

Considérons les formules de transformation 
æ = o[u, V), — lu, v). 

Supposons : 1° que v et ÿ admettent des dérivées partielles conti- 
nues dans une aire D' du plan wv ; 2 que le point (x, y) varie dans 
une aire D quand (u, v) varie dans D'; 8° que (x, y) décrive dans D 
la courbe G, quand (w, v) décrit la courbe L dans D'. 

Je dis que l’on aura 


(2) (re, DÉS [? (er (GE du + SE &o). 


En effet, si (u, v) décrit la ligne L quand t varie de t, à T, (x, y) 
décrit en même temps la ligne C. Donc, si l’on prend t comme variable 
d'intégration, les deux membres de (2) se transforment respectivement 
dans les deux expressions suivantes : 


DT ff Ox du , ox dv 
je pr P (Ou de + où dt) 4 
où les deux fonctions de t à intégrer sont égales. 
On prouve, de même, que 


(8) [aun y) = [a gd ( Cyr aa dv): 


Telles sont les formules de Co de l'intégrale relative à 
æ, y dans une intégrale relative à u, v Cette démonstration suppose, 
bien entendu, que les courbes GC et L satisfassent aux hypothèses 
du n° précédent. On en conclut la règle suivante : 


RÈGLE. — Pour changer de variables dans une intégrale curviligne, 
il suffit de faire le changement sous le signe d'intégration et de prendre 
la ligne L parcourue par les nouvelles variables comme nouvelle ligne 
d'intégration. 


Plaçons nous maintenant au point de vue plus général des courbes 
rectifiables. Il faut une nouvelle démonstration. Tout d’abord, les condi- 
tions d’applicabilité de la règle se précisent par le théorème suivant, 
qui a lieu sous les trois conditions énumérées au début du numéro: 


Si la ligne L décrite par le point (u, v) dans D' est rectifiable, celle C 
décrite par (x, y) dans D l’est aussi. 

Il suffit de montrer (t. I, n° 303) que le périmètre d’un polygone 
inscrit dans C a une limite supérieure. Pour cela, inscrivons dans les 
courbes C et L deux polygones dont les sommets se correspondent par 
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les formules de transformation. Désignons, en général, par c et / deux 
côtés correspondants de ces polygones, par Au et Av les accroissements 
de « et v sur /, par Ax et Ay ceux de x et y sur c. On aura 


ce = VAa? + Ay?, L = VAu + Av. 


La formule de Taylor bornée à un terme (t. I, n° 132) donne 
(0 20 1)2 


(4) Ax = Av = (av = + Av Le o (u + OAu, v + 6Av) 


et on en conclut, M étant une limite supérieure absolue des dérivées 
partielles de # et de y dans l'aire D', que Ax (et pareillement Ay) est 
inférieur en valeur absolue à M | Au | M | Av | et a fortiori à 2M4. 
Il vient donc 


ce < VAaM?E + 4M°E < 3M.. 


Done, si l’on désigne aussi par L la longueur de la ligne L, le péri- 
mètre Ÿc ne surpassera pas 3MXZ ni à fortiori la limite fixe 3ML. La 
courbe C est donc rectifiable. 


Ceci posé, nous allons établir la formule (2) en prouvant que la diffé- 
rence des intégrales des deux membres est nulle. 

Considérons touiours les deux polygones inscrits dans L et C et con- 
servons les notations de la démonstration précédente. Par définition de 
ces deux intégrales, leur différence est la limite de la somme 


2P (ar— © Au — av), 


qui, par la formule (4), prend la forme 
0 0 
BP (Au + Av 5 Ë (u + 8 Au, v + 0 Av) — v (u, o) À 


Cette somme a pour limite O avec tous les Au et Av. En effet, P ayant 
un maximum absolu et les dérivées partielles étant continues, les 
coefficients de Aw et Av finissent par décroître en valeur absolue en 
dessous de tout nombre positif e, et cela dans tous les termes à la fois. 
Alors leur somme est moindre en valeur absolue que 


Xe | Au | + Se | Av | < 2 2el < 2EL, 


quantité aussi petite que l’on veut avec . 


101. Intégrales curvilignes qui ne dépendent que de leurs limites. — 
En général, l'intégrale curviligne effectuée sur une ligne C, tracée dans 
le plan xy et allant du point (x, Yo) au point (X, Y), dépend non 
seulement de ces deux points, mais aussi du tracé de la ligne. L’inté- 
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grale devient particulièrement intéressante à considérer, lorsque sa 
valeur ne dépend que des extrémités de la ligne d'intégration et du 
sens du parcours. Dans ce cas, il est naturel de faire apparaître cette 
propriété dans la notation elle-même, qui rappellera celle des inté- 
grales ordinaires ; l'intégrale effectuée de (x,, y) à (K, Y) sur une 
ligne arbitraire se désignera donc par 


x 
Pdx + Qdy 


LoY0 
et l’on dira que l'intégrale curviligne ne dépend que de ses limites. 
Nous allons étudier sous quelles conditions il en sera ainsi. Le théo- 
rème suivant montre déjà l’étroite relation de cette question avec 
celle des différentielles exactes étudiées dans le paragraphe précédent, 


102. Théorème I. — Si Pdx + Qdy est la différentielle totale d’une 
fonction F(x,y), uniforme dans l'aire D (c’est-à-dire n'ayant qu'une 
seule valeur en chaque point de l'aire), l'intégrale de Pdx + Qdy ne 
dépendra que de ses limites sur toute ligne de l'aire D et elle sera égale 
à l'accroissement de F entre les extrémités de la ligne d'intégration. 

En effet, soient C la ligne d'intégration, (x, ÿ.) et (X, Y) ses extré- 
mités, {, et T les valeurs correspondantes du paramètre £. Prenons f 
comme variable d'intégration ; il vient 


[pae+ qay=[" ee Q %) a nr 
lo 
Par conséquent, | 
(G)  (Pdr+Qy=F(X YF (ur), 
| | 


ce qui prouve la proposition. On peut donc écrire, dans ce cas 
comme dans celui des quadratures ordinaires, 


X,Y sr 7X,Y 
[ Pdx + Qdy=| dF(x,y)— IF (æ, y | 
Too ZoŸ0 Zoo 
Au point de vue plus général des courbes rectifiables, il faut une 
nouvelle démonstration. Posons 


u=F (æ, y), v= 0. 


Quand le point (œ, y) décrit la ligne C, le point (w, v) se meut sur l’axe 
des # et décrit une ligne rectifiable L (qui peut se superposer partielle- 
ment à elle-même, même un nombre infini de fois, s’il y a des rétro- 
gradations dans le mouvement du point w,v). ai qu’il arrive, On à, 
par la règle du changement des variables, 
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__ { du OLA | 
[a =(S dæ + n dy [pa + Qdy. 


L'intégrale de du sur L est, par définition (4. I, n° 304), la limite de la 
somme XAw d'une suite d’accroissements consécutifs de « entre les 
valeurs extrêmes w, =F(x,,%o) et U, =F(X, Y), somme toujours 
égale à U — w,. Donc l'intégrale de du sur Let, par conséquent, celle 
de P dx + Q dy sur C sont aussi égales à U — ,, ce qui établit la 
formule (5). 


103. Théorème II. — Si l'intégrale de Pdx + Qdy ne dépend que 
de ses limites sur toute ligne polygonale de l’aire D, Pdx + Qdy est la 
différentielle totale d’une fonction F (x, y) uniforme dans l'aire D et, par 
conséquent, en vertu du théorème précédent, l'intégrale de Pdx + Qdy 
ne dépend non plus que de ses limites sur toute ligne courbe de l'aire D. 


En effet, soient (x, ÿ.) un point fixe et (X, YŸ) un point variable 
dans l’intérieur de D. Désignons par 


XY 
F(X,Y)=| " Pdx+Q dy 


ToYo 

l'intégrale effectuée sur un contour polygonal arbitraire entre ces 
deux points. Cette fonction F(X, Y) est uniforme par hypothèse, il 
reste donc à montrer qu’elle a pour dérivées partielles P et Q. 

Laissons Y fixe et donnons à X un accroissement infiniment petit 
AX =}. Pour calculer la nouvelle intégrale, on peut choisir un 
polygone d'intégration ayant pour dernier côté la droite qui joint le 
point (X, Y) à (X + h, Y). L'accroissement AF se réduit alors à l'inté- 
grale sur ce dernier côté, où y est constant et dy nul, c’est-à-dire à 
l'intégrale définie ordinaire 


X+A 
AF =| P (x, Y) dr. 
X 


On en déduit, par le théorème de la moyenne, AF = P (X + 6h) AX 
et, par conséquent, 


F,=lim pe NU de même, F: =. 
X AX ke 

En rapprochant les deux théorèmes précédents, on voit que l'on 
peut énoncer la proposition suivante : 


104. Théorème III. — Si P et Q sont des fonctions continues de x 
et de y dans l'aire D, la condition nécessaire et suffisante pour que 
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l'intégrale curviligne de Pdx + Qdy ne dépende que de ses limites dans 
l’intérieur de D, est que Pdx + Qdy soit la différentielle totale d'une 
fonction uniforme dans cette aire. 


105. Nous sommes ainsi ramenés à étudier dans quel cas 
Pdx + Qdy est la différentielle totale d’une fonction uniforme. 
Jusqu'ici nous avons énoncé les théorèmes indépendamment de toute 
hypothèse sur les dérivées de P et de Q et sur la forme de l'aire D. 
Dorénavant nous admettrons que l’aire D est à contour simple et que 
les fonctions P et Q admettent deux dérivées partielles p, et (ae 
déterminées et continues dans cette aire. Dans ce cas, on sait déjà que 
Pdx + Qdy ne peut être la différentielle d’une fonction F que si Ge, 
et Q. sont identiques (comme égaux tous deux à LE Nous allons 
compléter ce résultat par le théorème suivant : 


Théorème IV. — Si P et Q et les dérivées P, et qe sont des fonctions 
uniformes et continues de x et de y dans une aire D à contour simple, 
la condition nécessaire et suffisante pour que Pdx + Qdy soit la diffé- 
rentielle totale d'une fonction F(x, y) uniforme dans l’intérieur de D, 
donc aussi (Théor. III) la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'intégrale de Pdx + Qdy ne dépende que de ses limites sur toute courbe 
tracée dans D, est que l'on ait l'identité P',, = Q'+ dans l'intérieur de 
l'aire D. 


Commençons par un calcul préalable, qui fournit déjà une expres- 
sion analytique importante de l'intégrale F dans une aire limitée par 
un contour convexe. 

Soient Zo, Y° un point fixe et X, YŸ un point variable de l'aire D, 
Faisons varier le point X, Y de telle façon que la droite qui joint ces 
deux points ne sorte pas de l'aire D. L'intégrale, effectuée en ligne 
droite entre ces deux points, 


x 3 
F{(X, Y) = Pdx + Qdy 


LToYo 


est une fonction uniforme de X, Y. Nous allons voir que F (x, y) est 
une intégrale de Pdx + Qdy. D'abord F(X, Y) se ramène immé- 
diatement à une intégrale ordinaire, en posant 


LT = Lo + (X — Lo) f, y = Yo + (Y — Yo), 


car le point (x, y) décrit la droite d'intégration quand f varie de 0 à 4. 
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Donc, en prenant f{ comme variable d'intégration, il vient 
4 
(8) F(X,Y) = [iP(a,)(X —a0) + Q(a y) (Y—yolldt. 


Je ds que F a pour dérivées partielles P et Q. En effet, par la règle de 
Leibnitz, il vient 
DENTS | OP 0Q | 
SU À x do) + —yo)t + P di 
et, à cause de l'identité Q, = P, 
OF PAUL FUUR î 
en) (ar + phar= fer ae + [par 


Enfin, après une intégration par parties sur le premier terme, les. 
intégrales se détruisent et il vient, les limites se rapportant a £, 


La démonstration est analogue pour l’autre dérivée partielle. 

Si l'aire D est limitée par un contour convexe, le point X, Y peut 
parcourir cette aire tout entière. Le théorème est donc démontré et la 
formule (6) fournit une expression analytique très simple de l’inté- 
grale F par une seule quadrature. 


Si l'aire D n’est pas limitée par un contour convexe, l’expression 
(6) peut n'être plus valable pour l'aire tout entière et il faut une nou- 
velle démonstration. Mais, le résultat acquis va nous servir, car nous 
Savons que, pour établir le théorème, il suffit, en vertu du théorème II 
(n° 103), de prouver que l'intégrale de Pdx + Qdy ne dépend que de 
ses limites sur un contour polygonal quelconque. 

Traçons done, dans l’aire D, deux polygones ayant les mêmes extré- 
mités mais des sommets intermédiaires différents. Comme il n’y a pas 
de vides dans l'aire D, il est possible de passer d'un polygone à l’autre 
par une suite de déformations continues, dans chacune desquelles on 
ne déplace qu’un seul sommet à la fois. Pour cela, on peut être 
amené à briser certains côtés, mais alors on imagine de nouveaux 
sommets aux points de brisure. Tout revient donc à démontrer que 
l'intégrale effectuée sur deux côtés consécutifs ne change pas quand 
on déplace le sommet intermédiaire. 

Soient (x, ÿ:) et (x, y.) les deux sommets fixes, (X, Y) le sommet 
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intermédiaire. Comme P et Q sont uniformes, cette intégrale peut 
s’écrire 


&,% X, Y 
[ Œu + qd — [7 ax + Qau 
LE UAT CV 


où les intégrations sont rectilignes dans chaque terme. Cette expres- 
sion est bien indépendante de X et de Y, car, en vertu de notre cal- 
cul préalable, elle est la différence de deux termes qui ont, par 
rapport à X et à Y, les mêmes dérivées partielles P(X, Y) et QUX, Y). 


106. Remarque. — La formule de Green donne une vérification 
facile du théorème précédent. Soient L et L, deux chemins ayant les 
mêmes extrémités et qui ne se coupent pas. Soit L,—t le chemin L, 
parcouru en sens contraire. Pour que les intégrales sur L et L, soient 
égales, il faut que celles sur L, et sur L,-1 se détruisent. On vérifie 
immédiatement qu'il en est ainsi par la formule de Green, car le par- 
cours L, L,-t forme un contour fermé, enveloppant une aire À,etl'on a 


k OP 0 
nr RE Nr di 
Ji RE QU [LG à ) dx dy 0, 


puisque la fonction soumise à la double intégration est nulle dans 
toute l’aire A. 

On pourrait donc chercher dans la formule de Green une démon- 
stration du théorème précédent. Toutefois cette démonstration pré- 
sente des difficultés si l’on considère deux chemins qui se coupent 
une infinité de fois eux-mêmes ou l’un à l’autre. De plus, elle ne 
s’étend pas d’elle-même à un nombre quelconque de variables. C’est à 
cause de cela que la démonstration précédente nous a paru préférable. 


10'7. Représentation analytique de l'intégrale d’une différentielle 
totale. — Si Pdx + Qdy est une différentielle exacte dans une aire D 
à contour simple, son intégrale sera donc représentée, à une constante 
près, par l'intégrale curviligne 


Fte, y) = À" Par + Qdy 
Lo*Ÿ0 
effectuée entre un point fixe æ&, yo et un point variable x, y de l’aire D. 
La ligne d'intégration est arbitraire sauf qu’elle ne peut sortir de D. 
Le point &, ÿ, peut être choisi à volonté ; en le faisant varier, on 
obtient une infinité d’intégrales qui ne diffèrent que par une constante, 
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La formule précédente renferme des cas particuliers intéressants : 

10) Si l'aire D est un rectangle compris entre des parallèles aux 
axes, on peut aller du point fixe 4, b au point x, y du rectangle en 
suivant une parallèle à Ox puis une parallèle à Oy ou bien l'inverse. 
On obtient ainsi les deux expressions suivantes : 


[ “Q(a, y) dy + 1 P(æ, y) dx, [  P(a, b) de + [ Qtx, y) dy, 


qui, à la constante d'intégration près, sont celles (4) et (5) obtenues 
au n° 96. 

20 Si l’aire D est limitée par un contour convexe, on peut aller en 
ligne droite du point fixe au point mobile et l’on obtient pour lin 
tégrale l'expression (6) que nous avons rencontrée au n° précédent. 
Cette dernière expression a l’avantage de ne comporter qu’une seule 
quadrature. 


108. Extension à un nombre quelconque de variables. — L'analyse 
précédente s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de variables 
indépendantes, car la considération du polygone sur laquelle reposent les 
démonstrations s'étend d’elle-même à l’espace et à l’hyperespace. 

Nous nous contenterons d’énoncer les résultats pour trois variabies : 

Soient P, Q, R trois fonctions continues etuniformes de x, y, 4, admet- 
tant des dérivées partielles premières continues dans un domaine D. 
Ce domaine D peut être limité par une ou plusieurs surfaces, mais on le 
suppose tel, que tout contour fermé qu'on y trace puisse se réduire à un 
point unique par une déformation continue sans sortir de D. (Dans Le cas 
de deux variables, c’est la simplicité du contour de l'aire qui assurait 
cette condition). 

On aura alors Le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que Pdx + Qdy + Rdz soit 
la différentielle totale d'une fonction uniforme F{x, y, z) dans D, ou pour 
que l'intégrale curviligne 


J Pax + Qdy + Raz 


ne dépende que de ses limites dans D, est que l’on ait, dans ce domaine, 
0P  0Q 0Q OR OR _0P 
0y 60 OT O7 LE 0 RO: 


Dans ce cas, F(x, y, z) sera exprimée, à une constante près, par l’inté- 
grale curviligne 


LT, Y, Z 
J Pdæ + Qdy + Rdz, 
Lo 


Vorêo 
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effectuée sur un chemin arbitraire entre un point fixe et un point variable 
du domaine D. 

Si l’on intègre sur un chemin polygonal dont les trois côtés soient res- 
pectivement parallèles à Ox, Oy et Oz, on retrouve les trois expressions 
du n° 98. 

Si l’on intègre en ligne droite, on peut poser 


Ë = Lo + (&—&o)t, n =Y0 + (Y—Yo)t, = 20 +(2—20)t 


et l'intégrale F{x, y, z) est donnée par une seule quadrature : 
Fe 
JPG n,61(— 2e) + QE, n, (9 —7) + RE n, (es —co)ldé 
© 


On vérifie directement, par un calcul analogue à celui de n° 105, que 
cette expression a pour dérivées partielles P, Q, R. 


EXERCICES. 


1. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale 
de surface 


(1) ff Ady dz + Bdz dx + Cdxdy 
S 


ne dépende que du contour L de la surface et non de la forme de celle-ci ? 

R. Il faut que l’intégrale soit nulle sur toute surface fermée $S. Soit V 
le volume compris dans S supposée fermée ; l’intégrale de surface revient 
par la formule de Green à ie triple 


[LÉ D + D) de dy de. 


Cette intégrale devant s’annuler is que soit V, la condition cherchée 
est 


OA! 0B: À 00 
(2) 0x d dy 5 de 1e 


2. Montrer que si l'intégrale de surface (1) ne dépend que du contour 
L de S, elle se ramène à une intégrale curviligne sur L. 

R. La condition (2) ayant lieu, il est possible de déterminer trois 
fonctions P, Q, R par les relations 


TL 00 A POTERIE 
DENON 07 None 00 EN OR 


On y satisfait, par exemple, en posant | 


p= ['Bas— fc (æ,Y, o) AY, Q=— [ads , R=0 
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L'intégrale de surface se transforme alors par la formule de Stokes 
(n° 34) dans l'intégrale curviligne 


(3) [ Pda + Qdy + Rdz. 
L 


Ce résultat permet de généraliser la notion des différentielles exactes. 
On dit (Poincaré) que l'équation (2) exprime la condition pour que (1) 
soit une intégrale de différentielle exacte. Dans ce cas, en effet, l’inté- 
grale double (1) se ramène à l’intégrale simple (8). Cette généralisation 
peut s'étendre à un nombre quelconque de variables. 


CHAPITRE IIl. 


Equations différentielles, 


Généralités, Equations du premier ordre. 


8 1. Formation des équations différentielles. 


109. Définitions, Ordre d’une équation. — On appelle équation diffé- 
rentielle une relation qui renferme à la fois les variables et leurs diffé- 
rentielles (ou leurs dérivées). Celles qui ne renferment qu'une seule 
variable indépendante et les dérivées des variables dépendantes s’ap- 
pellent des équations différentielles ordinaires. Nous ne nous occupe- 
rons pour le moment que de celles-là. 

Le cas le plus simple est celui où l'équation ne contient que la 
variable indépendante æ, une fonction inconnue y et sa dérivée pre- 
mière y'. Cette équation est de la forme 

[\æ, y; y") = 0 
et l’on dit qu’elle est du premier ordre. 

En général une équation différentielle de l’ordre n contient la variable 
indépendante x, une fonction y et des dérivées de y jusqu’à l’ordre n 
inclus. | 

Les relations entre les seules variables qui résultent des équations 
différentielles sont les intégrales ou les solutions de ces équations. 

La génération des équations différentielles peut se concevoir d’une 
manière qui permet de prévoir la nature de leurs intégrales. 


110. Formation d'équations du premier ordre. — Soit une équation 
(1) F (x, y, C) = 0 


entre deux variables x, y et une constante arbitraire C. En la dérivant, 
on aura 


DE NO 
(2) SAONE TUE > 
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Généralement cette équation renferme encore C; mais, si l’on 
élimine CG entre (1) et (2), on obtient une relation 


(3) (x, y; y") = 0, 
qui a au moins la même généralité, mais a lieu entre x, y et y! seuls quel 
que soit G. C’est une équation différentielle. Elle exprime par exemple, 
une propriété géométrique commune à toutes les courbes représentées 
par l'équation (1), G restant quelconque. 

L'équation (1) qui renferme une constante arbitraire, s'appelle 
l'intégrale générale de l'équation (3). On voit ainsi que l'intégration 
d'une équation du premier ordre a pour effet d'introduire une cons- 
tante arbitraire. La généralité de ce résultat sera établie dans le para- 
graphe suivant. 


111. Exemples. — 10 L'équation des cercles concentriques autour de 
l’origine est? + y? = C. En la dérivant, on trouve la relation æ& + yy! = 0 
qui exprime une propriété commune à tous les cercles. 

2° Soit l'équation des coniques homofocales 


æ? y? 

2 LC UE TR 

On en tire 

Là RL 

alor 

et, en résolvant ce système par rapport à 1 : (a + C) et 1 : (b + C}, 
LU TA Je L 
a+C dy —xy BEC  y—xyy 


d’où l'équation différentielle de ces coniques 


D — y — a +b 
12 ER SR NT EME EE 
a 7 y —1=0. | 

112. Formation d'équations du deuxième ordre. — Considérons 
maintenant une équation avec deux constantes arbitraires 

(4) ‘ (x, y; G, G:) = 0. 
Si l’on dérive une première fois, on obtient 
6} SÉUES] GUSRE 


Généralement il est impossible d'éliminer C, et C, entre (4) et (5), 
auquel cas il n'existe aucune relation sans constante arbitraire entre 
æ, y et y’. On dit alors que les deux constantes sont distinctes, et pour 
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les éliminer, il faut dériver une fois de plus ce qui introduit y". L'éli- 
mination des constantes conduira donc à une équation différentielle 
du second ordre. 

Pour former cette équation, on peut aussi faire l’élimination de 
proche en proche. On élimine d’abord une des constantes, G, par 
exemple, entre (4) et (5), ce qui suppose que (5) renferme encore Îles 
deux constantes, sinon l'élimination serait toute faite. On a de la 
sorte une relation 


(6) f(æ, y; ie G:) ne 0, 


qui renferme encore une constante arbitraire. 
Maintenant on peut éliminer C, entre (6) et sa dérivée, ce qui four- 
nit l'équation cherchée 


(7) {2 (x, y; y’, y") = 0. 


Celle-ci, qui ne renferme plus de constante arbitraire, a au moins 
la même généralité que les précédentes. 

La relation (7) est la seule relation indépendante des constantes 
arbitraires (supposées distinctes) qui puisse exister entre x, y, y'ety', 
car, s’il en existait une autre, en éliminant y'' entre elles deux, on 
trouverait une relation sans constante entre æ, y et y', ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 

L’équation (7) est une équation différentielle du second ordre; l’équa- 
tion (6) est du premier ordre, mais contient une constante arbitraire : 
c’est une intégrale première de l'équation (7). Enfin l’équation (5) qui 
contient deux constantes arbitraires est son intégrale générale. 

On prévoit d’après cela que l'intégration d’une équation du second 
ordre doit introduire deux constantes arbitraires, ce qui sera démon- 
tré rigoureusement dans le paragraphe suivant. | 


113. Formation d'équations d'ordre quelconque. — Ces résultats se 
généralisent aisément. Soit une équation avec n constantes 


(8) F(x, y, G, G,... On) = 0. 


Si on la dérive n — 1 fois de suite, on forme (n — 1) équations nou- 
velles et l'on a en tout n équations entre les n constantes et x, y, y',.… 
y—1, On dit que les constantes sont distinctes si l'élimination des n 
constantes entre ces n équations est impossible, ou s’il n'existe pas de 
relation sans constante arbitraire entre x, y, y',... y, Mais, si l'on 
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dérive une fois de plus, on a (n +1) équations entre lesquelles on 
peut éliminer les n constantes, ce qui conduit à une relation entre 
LU Ua UE | 

Pour former cette relation, on peut d’ailleurs faire l'élimination de 
proche en proche. En éliminant C, entre F — 0 et sa dérivée, on 
trouva 


fi (te, y, y", Ci, Cosess Gni) = 0: 
De même, en éliminant G:-. entre f, = 0 et sa dérivée, 
LS 4 y y CAC EN" 
Après n opérations analogues, on obtiendra 
(9) fn (a, y, y',...ÿ*) = 0, 
Cette relation est la seule qui puisse exister entre x,y.g',... y" sans 
constante arbitraire, car, s’il y avait deux relations distinctes, on en 


déduirait une autre entre x, y... y"—1 seulement et les constantes ne 
seraient pas distinctes. 

L'équation (9) est une équation différentielle de l’ordre n. Les équa- 
tions successives fn-1°= 0, fn-2 = 0,...fn = 0, qui renferment chaque 
fois une dérivée de moins et une constante arbitraire de plus, sont 
des intégrales premières, secondes, .… (n — 1)" de l'équation (9). Enfin 
l'équation F — 0 qui a lieu entre x et y seuls et renferme n constantes 
arbitraires est son intégrale générale. 

On conçoit donc que l'intégration d’une équation de l’ordre n aura 
généralement pour eflet d'introduire »n constantes arbitraires, ce qui 
sera démontré rigoureusement dans le paragraphe suivant. 


114. Exemples. — 1° L'équation générale des cercles 


a? + y + 2ax + 20y + c — 


contient trois constantes arbitraires. Son équation différentielle sera donc 
du 3e ordre. Pour l'obtenir, dérivons d'abord deux fois de suite, 1l vient 


1 + y"? + yy'! + by" — 0. 


Divisons par y! et dérivons une dernière fois, on à 


12 
ee DE ÿ ) +4 +y=0, d'où 8y'y2 = (1 + y?) y". 
20 L'équation générale des coniques étant 


y = ax L b + par + 2qx +r, 
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leur équation différentielle a été obtenue par Halphen comme il suit : En 
dérivant deux fois, il vient 


pa + q pr — g 

PR LE ; 

è & Vpz? + 2qx +r v (pa? + 2qgæ + r}l 

d'où 
=? pe +?2gx tr NA 
Il EM Il 0. 
Dr es er (y 1) 0 
Dans le cas de la parabole, p—0 ; l'équation se réduit au 4° ordre 


(y) = 0. 


Si l’on effectue les dérivations indiquées et qu’on chasse les dénomina- 
teurs, on trouve, pour l'équation différentielle des coniques, 


40y!""3 LT y! y"! yV % Q9y'? y" = 0, 
et, pour celle des paraboles, 


By! — Sy! y" = 0. 


$S 2. Généralités sur les intégrales des 


équations différentielles. 


115. Considérations préliminaires. — Soit une équation du 1* ordre 


(1) y = f(x, y). 

Intégrer cette équation, c’est trouver toutes les fonctions y de x 
qui la vérifient. Au point de vue géométrique, c’est trouver toutes les 
courbes dont la tangente possède, en chaque point (x, y), la direction 
déterminée par l’équation (1). 

La première question qui se pose est de savoir si le problème admet 
des Solutions et combien il en admet. L'interprétation géométrique 
fait prévoir la réponse. 

En effet, imaginons qu’une courbe intégrale, c’est-à-dire satisfai- 
sant à l'équation (1), soit décrite par un point mobile. Dans chacune 
de ses positions successives, ce point marche dans une direction im- 
posée par l’équation {1}. On conçoit aisément que son mouvement 
sera déterminé de proche en proche, mais le point de départ reste 
arbitraire. 11 existera donc une infinité de courbes répondant à la 
question, chacune d'elles étant déterminée par un de ses points con- 
sidéré comme initial. Par conséquent, il existera aussi une infinité 

9 
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d’intégiales ou de fonctions y satisfaisant à l'équation (1). Une inté- 
grale sera déterminée par sa valeur initiale y, pour æ = %o, Mais 
cette valeur reste arbitraire. 

Considérons maintenant deux équations simultanées entre deux 
fonctions y et z de x : 


(2) y = /,(+, Ÿ 2), 3" = f(x, y; +). 

Au point de vue géométrique, intégrer le système c’est trouver 
toutes les courbes de l’espace dont la tangente possède, en chaque point 
(x, y, +) de la courbe, la direction définie par les équations (2). Un point 
qui décrit une courbe intégrale marche donc dans une direction qui est 
définie à chaque instant par la position actuelle de ce point, ce qui 
déterminera généralement le mouvement, sauf que la position initiale 
du point mobile reste arbitraire. On conçoit donc qu’il existe une infi- 
nité de courbes répondant à la question, chacune d'elles étant déter- 
minée par un de ses points. Au point de vue analytique, il existe donc 
une infinité d’intégrales ou de couples de fonctions y, 3 satisfaisant aux 
équations (2) ; chaque intégrale est déterminée par ses valeurs ini- 
tiales Yo Et %o pour x == &,, Valeurs qui restent arbitraires. 

Si l’on considère plus de deux équations simultanées, la représen- 
tation géométrique fait défaut, mais les conclusions se généralisent 
d’elles-mêmes. ; 

Les raisonnements précédents sont dépourvus de valeur démons- 
trative, mais ils font nettement saisir la nature du problème. Ils faci- 
litent l'intelligence des démonstrations rigoureuses qui suivent et 
qui vont mettre en lumière les conditions sous lesquelles les conclu- 
sions précédentes sont exactes. 


116. Existence de l'intégrale d'une équation différentielle du premier 
ordre. — Considérons l’équation différentielle 


y! “Es [(æ, y) ; 
on aura le théorème fondamental suivant : 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si les fonctions f et f! sont conti- 
nues et à détermination simple dans un domaine D et qu’on désigne par 
(Zo, Yo) un point de l’intérieur du domaine, léquation admet, dans ce 
domaine, une intégrale y = F (x) et une seule, ayant la valeur initiale Yo 
POUT & = Lo. 

Soient M le maximum de | f | et M'celui de | f, | dans D ; soient en- 
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suite &etb deux nombres positifs tels que le rectangle R défini par les iné- 
galités | æ—2 | La, | y—1w | L b soit dans l’intérieur de D. Choi- 
sissons un nombre positif à inférieur aux trois quantités a, b:M et 
1: M”. Faisons alors varier æ dans l'intervalle (x, %o +- à); on aura la 
suite de propositions suivantes, qui établissent le théorème : | 


[. Si la fonction y est continue ainsi que y', si elle a pour valeur ini- 
hale y, Si enfin elle vérifie l'équation différentielle sauf une erreur 
< €, c’est-à-dire si l’on a 

(1) AU MEL IE 
| © | étant l'erreur en question, le point (x, y) ne sortira pas du rectan- 
gle R, pourvu que e soit assez petit. 

Intégrons (1) de x à x, il vient 

æ 
(2 y = [Tres n + ed. 
0 


Tant que (x, y) est dans R, | f| est < M ; on tire donc de (2) 


13 
|y—% | < ( ÉM-te fx — M5 eÿ, 
To 


Comme Mô est < b, M5 + «ù l’est aussi, pourvu que e soit assez 
petit. Alors | y—%y | est < b et comme d’ailleurs | æ — x, | est 
à < a, le point (x, y) ne peut atteindre le bord du rectangle R. Il 
ne peut donc a fortiori en sortir. 


Il. Si deux fonctions y et Y ont la même valeur initiale yo et vérifient 
l'équation différentielle sauf une erreur < e, leur différence Y — y est une 
quantité aussi pelite qu'on veut avec e ei le rapport | Y —y | : e reste 
inférieur au nombre fixe 20 : (4 —5M') si e tend vers 0. 

Soient w et w' les erreurs relatives à y et Y. En soustrayant l’une 
de l’autre les deux équations analogues à (2), il vient 


Y—y= (life, Y)— fe, 9 +0" — 0j ds 
%o 
Donc (n étant compris entre y et Y) 

dy = [Yu (a, 7) + 0'— o] dx. 


Les points (x, y), (x, Y) et par suite (x, n) sont dans R, donc L,(&, 1) 
est < M’, et si l’on désigne par p le maximum de | Y—y | dans l’in- 
tervalle de 2, à & + 5, on tire de l’équation précédente (9 étant 
cts M) 
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æy+Ù FAUE 
a< [ (UM'49e)dr=uMot2e, d'où É< R 
a € 1—M 
III On peut définir par des quadratures une fonction o(x), dépendant 
d'un paramètre positif «, continue ainsi que +'{x), ayant pour valeur 
initiale y, et qui vérifie l’équation différentielle sauf une erreur dont le 
rapport à « reste < MM' quand « tend 0. 
On pose w(x) = Yo, Si 4 < Lo ; Et, SiZ > Lo, ON POSE 


SUR [ fl, e(e — o)] de, 


ce qui définit d’abord (x) par une quadrature dans l'intervalle 
(Go, Zo +- à), puis de proche en proche, par deux, trois,.… quadratures, 
dans les intervalles (to + &, do + 24), (To + 24, do + 34), grâce 
à la connaissance de © dans les intervalles précédents. 

En dérivant cette formule, on obtient 


g'(x) = flx, p(x — a)] 

Cette expression montre que | &'{x) | est < M (car une démonstra- 
tion pareille à celle de la proposition I montre que le point x, restera 
dans R); comme, d’autre part f,, est < M', il vient, en appliquant 
deux fois le théorème des accroissement finis, 

| fe, o(x)] — flæ, g(x — a)1 | < M! | g{ù) — q(x — à) | < MM. 

Comparons cette inégalité à l'équation précédente ; on en conclut 
(C0 F0D)S 

| o'(x) — f(x, @) | < MM'o. 


IV. Si « tend vers 0, o(x) tend uniformément vers une intégrale F{x) 
de l'équation différentielle, ayant la valeur initiale y. 

En effet, w(x) vérifie cette équation sauf une erreur infiniment 
petite avec «. Donc les diverses fonctions © se rapprochent indéfini- 
ment les unes des autres (proposition II) et tendent uniformément 
vers une limite F. Revenons maintenant à la formule 


o(2) = Yo + | fie gl& — a] dx. 


Quand « tend vers 0, # (x) et #(x — a) tendent uniformément vers 
F(x), il vient donc, à la limite, 


F(e)= 90 + [rte F)de. 
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Cette formule montre immédiatement que F(x) est une fonction con- 
tinue ayant la valeur initiale y, ensuite (en la dérivant) que F est une 
intégrale. 


V. Si la fonction y vérifie l'équation différentielle sauf une erreur < e, 
sa différence F — y avec l'intégrale de même valeur initiale yo, est aussi 
petite que l’on veut avec & et le rapport | F — y | : & reste inférieur au 
nombre fixe 20 : (1 — dM') quand & tend vers 0. 

Cette proposition, qui comporte évidemment que l'intégrale soit 
unique, est un cas particulier de IT, car on peut considérer l'intégrale 
comme une fonction qui vérifie l’équation différentielle sauf une 
erreur nulle. 

Nous avons raisonné dans tout ceci sur l’intervalle (æo, Zo + Ô), il 
est clair qu’on établirait les mêmes propositions pour l'intervalle 
(Zo — d, do). Le théorème fondamental est donc démontré. 


117. Théorème. — L'intégrale est une fonction F (x, y.) de sa valeur 
initiale yo pour æ — æ&. C’est une fonction continue de yo, qui admet par 
rapport à yo une dérivée partielle, fonction continue de x. 

En effet, soit AF l’accroissement de F pour l’accroissement Ay, de Yo. 
On a, par une soustraction puisque F et F + AF sont des intégrales, 


(AE) = f(œ, FL AF) — f(x, F)=AF f',(æ, F + 6AF) 
OUEST) 
Divisons par AF et intégrons de &, à æ, il vient, puisque Ayo est la 
valeur initiale de AF, 


Lo = [re FL 6AF) dx 
ay ex 


Donc AF tend vers 0 avec Ayo et il vient, à la limite, ce qui prouve le 
théorème, 


CHAN Se 
Log ET [re F) dæ. 


1 18. Existence de l'intégrale d’un système du 1° ordre. — Considé- 
rons maintenant n fonctions inconnues x,;, HIS Zn d’une variable 
indépendante {. Soient fi (fé, &,, &:,... %n) Ou, en abrégé, fe (f, æ) 
n fonctions données de ces variables (à ==1,2,... n). Le système d'équa- 
tions 


x, = f,(t, à) (RSR 
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résolues par rapport aux dérivées, est un système d'équations différen- 
tielles du premier ordre de la forme normale. 


THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si les fonctions f; et toutes leurs 
dérivées partielles premières par rapport aux x sont des fonctions conti- 
nues et à détermination simple dans un domaine D, et qu'on désigne par 
(lo, Lio) UN point intérieur au domaine, il existe, dans ce domaine, un 
système d'intégrales et un seul x; = F; (t), ayant les valeurs initiales 
Lio POUT { = bo. 

Ce théorème se démontre par une suite de propositions, qui géné- 
ralisent celles du n° 116, et que nous nous contenterons LOS 
quand la généralisation est immédiate. 

Soient M le maximum de tous les | f] et M’ celui de tous les | f, | 
dans D : ensuite a et b deux nombres positifs tels que le domaine R 
défini par les conditions : 


[tt | <a, | Ti — Lio | L D (i = 1, 2,...n) 
soit intérieur au domaine D. 
Choisissons un nombre positif à inférieur aux trois quantités a, 
b:M et 1 : nM', Faisons alors varier t entre to et fo + à, voici la suite 
des propositions qu’on obtient : 


[. Si le système des fonctions x; de t, ayant les valeurs initiales x», 
vérifie les équations différentielles sauf une erreur < e pour chaque 
équation, le point (t, x) ne sortira pas de R, pourvu que e soit assez 
petit. 


IT. Si les deux systèmes de fonctions x; et X,, ayant les valeurs initiales 
Lio, Vérifient les équations différentielles sauf une erreur < e, les diffé- 
rences X; — x; sont aussi petites qu'on veut avee e, et les rapports 

| X; — x; | : e restent inférieurs au nombre fixe 9 : (4 — ndM') sie 
tend vers 0. | 

Soient w; et w, les erreurs relatives à 4; et X; ; on a 


Ê 
Xe = | LRU ane) —f(6 Guru) + 0} — oi] dt 
to 


et, par la formule de Taylor (6; étant compris entre xx et Xx), 


RS Sets ee) at — [0 


to 
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Soit donc x le maximum de toutes les différences | X—x | dans 
l'intervalle (£,, & + d), on tire de l'équation précédente (à étant, par 
hypothèse, < 1 : nM') 


O2 


pe 
1—nM'ù 


to +È Lu 
TE [ InM'u + 2e) dt — unM'o + 92e, d’où pi 
lo 


IT. On peut définir par des quadratures un système de fonctions o; (t) 
dépendant d'un même paramètre positif x, ayant les valeurs initiales 
tx et qui vérifient les équations difjérentielles, sauf une erreur arbitrai- 
rement petite avec « et dont le rapport à a reste < nMM! quand a tend 
vers 0. 

À cet effet, on pose vw; (f) = tx pour { € 5; et, pour £ > bo, 


t 
Qu(l) = Lio + [rte Dr (É—«), os (1— a),...] dt. 


IV. Si x tend vers 0, les fonctions vo: (t) tendent uniformément vers un 
système d'intégrales F;(t) ayant les valeurs initiales Zoo. 


V. Tout système de fonctions x: ayant les valeurs initiales x; et véri- 
fiant les équations différentielles, sauf une erreur < e pour chaque équa- 
tion, diffère aussi peu qu'on veut du système des intégrales F; en 
supposant € assez petit. Enfin, si e tend vers, les quotients | F; — x; | :e 
restent < 20 : (1 — nM'Ô). | 


119. Théorème. — Les intégrales F; sont des fonctions continues 
de leurs valeurs initiales x; et elles admettent, par rapport aux %s, 
des dérivées partielles, fonctions continues de t. 

Si l'on considère le point initial comme variable autour d’une position 
particulière, la proposition V subsiste avec une même valeur de à pour 
tous ces points, car, ayant choisi à comme nous l’avons fait, les conditions 
qu'on lui a imposées subsistent pourvu que ÿ, varie suffisamment peu. 
Le théorème résulte de là. En effet, soit F, + AF; le système des inté- 
grales ayant pour valeurs initiales æ,, + Ax,;, (les Ax,, étant infiniment 
petits). Les différences 


(F; + AF) — (F; + At) = AF; — Ati 


sont infiniment petites, car les fonctions F; + Aw,,, qui vérifient les équa- 
tions différentielles à des infiniment petits près, sont infiniment voisines des 
intégrales F;  AF; qui ont les mêmes valeurs initiales. Done les AF;sont 
infiniment petits avec les Ax,. 

Ce résultat se précise si tous les Ax; sont nuls sauf Ax,,. Dans ce 
cas, les fonctions F; + Ax, vérifient les équations sauf une erreur dont 
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le rapport à Aw,, reste fini; les rapports AF; : Ax;, restent donc finis 
aussi (Proposition V). Je dis qu’il en résulte que les dérivées partielles 
(OF: : 0x6) existent et sont les intégrales v; du système des » équations : 


n Ôf: (2 F) : 
D — NA DR 
u} ons Ur (à à n) 


dont toutes les valeurs initiales pour & sont nulles sauf une : æ,, = 1. 
On a, en effet, le système d'équations (dx étant intermédiaire entre 
Fzs et Fx + AF%) ‘ 


(AP = A F+AP— (67) = 3 260 ar, 
k TR 
(æ1,2...2) 


et, en divisant par Ax,,, 


É :) = s (+) ofi(e, D) 
A0 A0) Or 

Si Aw;, tend vers O, les rapports AF : Ax,, restent finis et les 
tendent vers les F, Donc les AF : Ax,, (qui ont les mêmes valeurs ini- 
tiales que les « et qui vérifient, à des infiniment près, les mêmes équa- 
tions différentielles) tendent vers les , lesquels sont fonctions continues 
de £, 

La démonstration est analogue pour les autres dérivées partielles. 


120. Subdivision des intégrales en générales, particulières, singu- 
lières. — 1°) Soit d'abord une seule équation du premier ordre 


y = f(æ, y), 
où f est une fonction uniforme ou à détermination simple, 

On a vu qu’on peut se donner arbitrairement la valeur y, de y pour 
% = %o. La solution doit donc dépendre d’une constante arbitraire 
(qui peut être, en particulier, ÿ0). Une fonction y de x (ou une équation 
définissant y) qui satisfait à l’équation différentielle et qui dépend 
d’une constante arbitraire C, s’appelle l'intégrale générale de l'équation 
différentielle. Mais il faut pour cela que la constante C permette 
d'attribuer à y une valeur arbitraire y. pour x = &. Toute intégrale 
qu'on déduit de l'intégrale générale par une détermination spéciale de 
la constante est une intégrale particulière. 

Dans tout domaine où se vérifient les conditions de continuité du 
théorème d’existence (n° 116), c’est-à-dire où f'et f,, Sont continues, 
l'intégrale générale donne la solution complète du pr one de l’intégra- 
tion, car il ne peut passer qu’une seule intégrale par chaque point 


— 137 — 


(Xo, Yo): celle-ci se confond donc nécessairement avec l’intégrale parti- 
culière passant par ce point. 

Mais, dans un domaine où les conditions de continuité n'ont plus 
lieu, l'équation peut admettre exceptionnellement des intégrales ne 
rentrant pas dans l'intégrale générale, auxquelles on donne le nom 
d’intégrales singulières. 


90) Soit un système de n équations différentielles simultanées entre une 
variable indépendante t et n fonctions æ,, Zo,... Zn 


M = fill, Li, Dose. Un) (rl an 


Comme on peut se donner arbitrairement les valeurs initiales des 
fonctions x pour { — to, la solution doit dépendre de n constantes 
arbitraires. On donne le nom d’intégrale générale à une solution (c'est- 
à-dire un système de » fonctions x ou de relations servant à les défi- 
nir) qui dépend de n constantes arbitraires distinctes, et l’on entend 
par ce mot que les constantes arbitraires permettent d'attribuer aux x 
des valeurs arbitraires pour t — to. 

Les intégrales qui sont comprises dans l'intégrale générale par une 
détermination spéciale des constantes sont des intégrales particulières. 

L'intégrale générale fournit la solution complète du problème de 
l'intégration dans tout domaine où les conditions de continuité du 
théorème fondamental sont vérifiées. Mais dans un domaine où ces 
conditions viennent à manquer, il peut exister exceptionnellement 
des intégrales singulières non comprises dans l'intégrale générale. 


3°) Soit enfin une équation de l’ordre n 


n) = f{æ. y, Ye YO), 
résolue par rapport à la plus haute dérivée. Elle se ramène à un sys- 
tème du premuer ordre en désignant par Pi, Passe. Pna leS (n—1) 
premières dérivées de y, considérées comme autant d’inconnues. 
Ce système sera 
ia y' = 
(i—1,2,...n—9) : Pi = Pis 
l P'ni = [(T,Y;Pas Pose. Pr) 


On peut donc se donner arbitrairement y et ses n—1 premières 
dérivées pour x = æ. L'intégrale générale est une solution qui dépend 
de n constantes arbitraires distinctes, c’est-à-dire permettant de don- 
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ner à y et à ses n —1 premières dérivées des valeurs initiales arbi- 
traires pour x = &.. Le nombre des constantes est donc égal à l’ordre 
de l'équation. En leur donnant des valeurs spéciales, on obtient des 


intégrales particulières. 

L'intégrale générale fournit la solution complète du problème de 
l'intégration dans tout domaine où les conditions de continuité ont 
lieu (donc dans tout domaine où f'et ses dérivées par rapport à y, 
y',... y%-1 sont continues). Si ces conditions viennent à manquer, il 
pourra exister des intégrales singulières non comprises dans l’inté- 


grale générale. 


121. Remarques sur les solutions singulières. — Afin d’énoncer les 
résultats sous une forme plus précise, nous supposerons (ce qui est le 
cas ordinaire en analyse)que les fonctions considérées (!) ne cessent d'être 
continues qu’en devenant infinies et nous allons montrer d’abord que les 
équations différentielles n’admettent généralement pas de solution singu- 
lière et ensuite que, si elles en admettent, leur détermination peut 
généralement. se faire sans intégration ou par des intégrations plus 
simples que celle des équations proposées, Nous examinerons successive- 
ment les trois cas du numéro précédent. 


1° Considérons d’abord une équation du premier ordre 


où f'est une fonction à détermination simple. Elle ne peut admettre de 
solution singulière que si les conditions de continuité manquent ; donc 
que si f'ou f', est infini pour tous Les points de la solution. Ecartons le cas 
où f'et par suite y' seraient infinis, ce qui ne donne aucune fonction 
y de æ; toute solution singulière sera comprise dans la relation 


(2) fylæ, y) = ©. 


Celle-ci définit généralement une ou plusieurs fonctions y = e(x), 
mais ce ne seront généralement pas des intégrales, car il faut pour cela 
que y = y (x) et y' — vw! (x) vérifient identiquement l'équation (1), ce 
qui ne peut arriver que par exception. 

En résumé, il n’y a généralement pas de solution singulière. S'il y en 
a, on les obtient sans intégration et elles ne renferment pas de con- 
Stante arbitraire. Le fait de dépendre d’une constante arbitraire carac- 
térise donc complètement l’intégrale générale, même dans un domaine 
où les conditions de continuité cessent d’avoir lieu. 


(2) Il est clair que si les fonctions ne sont pas définies et réelles pour toutes 
les valeurs des variables, nous ne considérons que le domaine où cette condition 
a lieu. 
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20 Soit maintenant (S) un système de n équations 
(S) Da la Àl, is De Un) Uieilt 270) 


où les fonctions f sont toujours supposées à détermination simple. 
Si l’on écarte le cas où j; est infini (auquel ne correspond pas de 
fonction +; de t), on voit que toute solution singulière doit être comprise 


—1) » . 
dans l’une des *%1 équations 


OX gi 


Celles qui ne contiennent pas de lettre æ ne peuvent fournir de 
solution. Considérons-en une contenant par exemple æ, : on en tirera 


(4) Un = ? (6 D, Los... On — 4). 


Portant cette valeur dansile système (S), on obtient un système (S') de 
(n — 1) équations entre té et æ,, æ,, ... æn _,(')avec en plus une équation 
de condition fournie par la dernière équation de (S) : 


(5) RE Un 1-0, 


Si cette équation est identiquement vérifiée, l'intégration de {S') four- 
nit une intégrale singulière avec (n — 1) constantes. Si cette équation est 
impossible pour £ variable {ce qui a lieu si elle ne contient aucun x), 
l’équation (3) considérée ne fournit aucune solution. Mais, en général, 
cette équation (5) contiendra une lettre x, par exemple æ, _ 1, et on en 
tirera 


(6) Tn — 1 —= Pi (4, TL), Best Üni els 


On opère sur (S') avec (6) comme sur (S) avec (4). On sera ramené 
à un système de (7 — 2) équations et à une nouvelle équation de con- 
dition ne contenant plus æ} —4, et ainsi de suite, 

En définitive, on aboutira généralement à une équation de condition 
impossible (ne contenant aucun x) et il n’y aura pas de solution comprise 
dans l'équation (3) considérée. Par exception, on tombera sur une équa- 
tion de condition identique, alors il y aura une solution singulière dépen- 
dant de l’intégration d’un système à moins de » inconnues et renfermant 
moins de » constantes. La propriété de contenir n constantes distinctes 
caractérise donc complètement l'intégrale générale. 


3° Ces conclusions s'appliquent d’elles-mêmes à l'équation de l'ordre n 


y = fe, 7,7... y 1), 
où f'est à détermination simple, car elle revient à un système du 


(4) On suppose que la substitution (4) ne rend infinie aucune des fonc- 
tions fi,y sinon on verrait déjà qu’elle ne peut fournir d’intégrale. Mème 
remarque pour les substitutions suivantes. 
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1 ordre. Cette équation ne peut admettre qu’exceptionnellement des 
solutions singulières. Dans ce cas, on les obtient sans intégration ou par 
l'intégration d'une équation d'ordre < #. L'intégrale générale demeure 
donc caractérisée par sa propriété de dépendre de n constantes, même 
dans un domaine où les conditions de continuité cessent d’avoir lieu. 


Remarque. — La théorie des intégrales singulières est dans une 
étroite relation avec celle des courbes enveloppes. Nous y reviendrons 
à l’occasion de ce problème et nous l’étudierons alors d’une manière 
approfondie. 


$ 8. Equations du 1° ordre et du 1: degré. 


Facteur intégrant. 


122. On dit communément qu’on sait intégrer une équation quand 
son intégration se ramène à des quadratures. En ce sens, il n’y a 
qu’un petit uombre d'équations que l’on sache intégrer. Nous allons 
examiner les principales. Nous commencerons par celles qui sont du 
premier degré par rapport à la dérivée de la fonction inconnue. Nous 
supposerons que cette fonction soit y; mais il est clair qu’on pourrait 
aussi bien considérer x comme fonction inconnue de y et c’est ce que 
l’on doit souvent faire en pratique pour être ramené à l’un des types 
que nous allons examiner. 


123. Equations qui sont différentielles exactes (ou immédiatement 
intégrables). — Si l'équation est du premier degré en dy : dæ, on peut 
la mettre sous la forme 


(1) P dx + Qdy = 0 


où P et Q sont des fonctions données de x, y. On dit que l’équation 
est immédiatement intégrable si son premier membre est une diffé- 
rentielle totale exacte. La condition nécessaire et suffisante pour 
cela, est que l’on ait P,, = Q, (n° 96). Si elle a lieu, le premier 
membre est la différentielle totale d’une fonction F (x, y); l'équation 
revient à dF = 0; son intégrale sera donc F — const., ou, en déve- 
loppant (n° 96), 


LP te, y) de + [a ta, y) dy = 6. 


C'est l'intégrale générale et il n’y a pas de solution singulière. 
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Exemples. Voici trois équations avec leurs intégrales en regard : 


(3 a? + 6 æy°)dæ + (6 ay + 4 y) dy = 0, DS CU RC 
Rue AU RENTE . = cot(C— VI +9); 
Vite Ty 
= — +0 RAR GE, y? = C? —2Cœ. 

Va + Ve +7 
124. Séparation des variables. — L'équation (1) est immédiatement 

intégrable si les variables sont séparées, c’est-à-dire si P est une fonc- 

tion X de x seul et Q une fonction Y de y seul, car on a, dans ce cas, 


bn Y! = 0. L'équation prend alors la forme 


(2) Xdx + Ydy = 0, 


et elle a pour intégrale générale 
I + [vay 0 


Considérons maintenant les équations du type 
(3) XYdzæ + X,Y,dy = 0, 


où X, X, sont fonctions de æ, Y et Y: fonctions de y seuls. 

On dit qu’elles s’intègrent par séparation des variables. Il suflit, en 
effet, de les multiplier par le facteur 1 : X,Y pour les ramener à la 
forme 
5 

X; 
et les variables sont séparées. 

En intégrant cette équation, on obtiendra l'intégrale générale de (3). 
Toutefois il restera à vérifier si l'on n’a pas supprimé de solution 
annulant le facteur X, ou le facteur Y. 

Les solutions des équations X, — 0 et Y — 0 sont des valeurs con 
stantes & = & ou y = B. Ce sont aussi des solutions de l'équation (3) 
dont elles annulent les deux termes et elles peuvent être acceptables, 
car, au point de vue géométrique, elles correspondent à des droites 
parallèles aux axes, | 


dx + = dy = 0. 


Exemples. Voici trois équations avec leurs intégrales en regard : 
(1 + x) y° de + (1—y)a dy = 0, | æ?+yT—=2Log (Cæ: y) 
y ax a =C(a2+y Vax— a?) 
toy 


(a+ y?) de = 2e Vax —2? dy, 


sec?x tg y dx + secytgæ dy — 0, 


— 142 — 


125. Equations homogènes. —— Si les fonctions P et Q de x, y sont 
homogènes et du même degré, l'équation 


Pdx + Qdy = 0 


est une équation homogène. Dans ce cas, le quotient P : Q ne dépend 
que du rapport y:zx. L’équation, résolue par rapport, à y! se 
ramène donc au type 


(4) y'=e (©). 


Les variables deviennent séparables en changeant d’inconnue par 

la substitution 
RER d'où y'=u + œu!. 
L’équation entre u et x sera, en effet, 
(5) œu'=p(u)—u; 
d’où, en divisant par x | o (u) — u] et en multipliant par dx, 
re 

On obtiendra l'intégrale générale de (4) en remplaçant par y : x 
dans l’équation précédente. 

On trouve aussi des solutions en annulant le facteur supprimé 
o (u) — w, ce qui donne généralement pour « un Certain nombre de 
valeurs constantes u = w,, u—u,,.… Ces relations satisfont à l’équa- 
tion (5) dont elles annulent les deux membres; donc les relations 


YU, TL Y—=U x... 


sont des solutions de l’équation (4). Elles seront singulières à moins 
de rentrer dans l'intégrale générale. 

On peut aussi intégrer les équations homogènes en les ramenant 
à des différentielles exactes. Nous le ferons dans le numéro suivant. 


Exemples. Voici trois équations homogènes et leurs intégrales en 
regard : 


œ dy — y de = de Var y, a? = C? + 2 Cy: 

(æ + y) de + (y — x) dy = 0, arc t Ÿ = Log (CVa-+ y); 
—Ÿ, y. 

2y dy —Yÿ da = (x+y}e + (x + y) Log Cx=æmer 


126. Remarques sur les équations à la fois homogènes et différen- 
tielles exactes. — 10) Quand l'équation Pdx + Qdy = 0 réunit ces deux 
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caractères, elle s'intègre immédiatement sans aucune quadrature, 
pourvu que son degré d'homogénéité » ne soit pas — 1. Posons, en 
effet, 
F (x, y) = Paz + Qy. 
On aura, eu égard à l'identité P!, — Q,, et aux propriétés des fonc- 
tions homogènes (!)}, 


OF 0Q oP  dP\. 

0x See tue = + (x Se +0 = AP, 

is 0Q COMM OQ NS 
He +u = 0+ (tv) +00 


De là l'identité 
(6) d(Pæ + Qy) = (n +1) (Pdx + Qdy) 

Donc, n + À n'étant pas nul, l'intégrale générale de l’équation 

Pdx + Qdy = 0, sera 
Px + Qy = CG. 

Exemples. Voici trois de ces équations et leurs intégrales en regard : 

(2 — 4 ay — 2y?) de + (y—4ay — 2a*)dy —0, | à — 6 ay —6 yo + y° =; 
(a + 8ay?) do + (y° + 3 x?y) dy —0, at + Gay +yi=C; 


(14) de -+ev (1°) dt=0; PU 


90) Supposons encore que Pdx + Qdy soit une différentielle exacte. 
Si P et Q sont homogènes de degré — 1, on a nm + 1 = 0. Donc, 
Px ++ Qy ayant une différentielle totale nulle en vertu de léquation (6), 
on a identiquement (k étant une constante déterminée) 

Px + Qy = #, 
on ne connaît donc plus d’intégrale a priori et il faut recourir à la 
méthode générale d'intégration. 


80) Réciproquement, si P et Q étant homogènes et de degré — 1, 
Pæ + Qy se réduit identiquement à une constante k, Pdx + Qdy sera 
une différentielle exacte. En effet, cette identité permet d'exprimer P 
au moyen de Q, etil vient 


Paz + Qdy — © — 9 ZW qu + Qdy = KT 2 + (onda. 


(1) Si P (x, y) est homogène de degré 7, on a (4. 1er n° 130) ee + y = nP. 
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Or Qx étant de degré 0, est une fonction o{u) du rapport u = y : x: 
par conséquent, on a 


Pda + Qdy = & © + œ(u) du 


ce qui est une différentielle exacte, 
Si, en particulier, k — 0, l'équation se réduit à o[u) du = 0 ; elle 
n'a donc d'autre intégrale que u — const. ou y = Cx. 


4°) Toute équation homogène Pdx + Qdy = 0 peut être rendue diffé- 
rentielle exacte. Il suffit, pour cela, de la diviser par Px + Qy. En 
effet, l’équation homogène de degré — 1 

(7) Pdx + Qdy E 
Px + Qy 
est immédiatement intégrable en vertu de la remarque précédente (le 
nombre k étant égal à 1). Mais le degré d'homogénéité de cette équa- 
tion est — 1, ce qui est le cas d’exception de la remarque 40). N'était 
donc ce cas, toutes les équations homogènes s’intégreraient sans qua- 
drature. 

Le facteur, inverse de Px + (y, par lequel il faut multiplier l’équa- 
tion pour la rendre immédiatement intégrable, s’appelle le facteur inté- 
grant de l'équation. Nous y reviendrons dans un numéro suivant. 

Toutefois, si Px + Qy se réduit à 0, il ya une exception, cette 
expression ne peut plus être l’inverse d’un facteur intégrant. On ren- 
dra l’équation différentielle exacte en la divisant par Px ou par Qy, ce 
qui ramène son degré à — 1 et l’on retrouve fe cas 30) avec k = 0, 
L'intégrale générale sera y = Cx. 


0, 


127. Equations réductibles aux équations homogènes. — Ce sont 
celles du type (A,... a, constants) 
Ax + By + C 
los 
(8) Ne 


1°) Si Ab — aB est différent de zéro, on change les deux variables 
en posant 


n = A& + By + C, d'où 2  Adz + Bdy _ A+ By! 
6 = ax + by +0, dE ad bdy a by 


Dans notre hypothèse, le dernier rapport n’est pas indépendant de 
y' (ce qui arrive si Ab — aB — 0) de sorte que l'équation (8) revient à 
l'équation homogène entre n et £ 


Q an = 


2°) Si Ab — aB = 0, on change d’inconnue seulement, par la relation 


RU. Az +By ax + by Ye es DRE 
ne À 42 LUadte d'où ben A PAU 


L'équation (8) ne se ramène plus à une équation homogène, mais à 


A NP TC 
(0) Poe | 


et les variables n et x se séparent. 

On aura donc à intégrer (9) ou (10). On remplacera E et n, ou n 
seulement, par leurs valeurs et l’on obtiendra l'intégrale générale de 
l'équation (8). 


128. Equations linéaires. — Ce sont celles qui sont linéaires en y 
et y', donc du type 
(11) D EXEERX", 
X et X, désignant des fonctions de x seul. Le terme X, s'appelle le 
second membre ; s’il est nul, l'équation est sans second membre. 


4°) L’équation linéaire sans second membre s'intègre par une seule 
quadrature. En effet, elle se réduit à 


7” y | 
y" + Xy = 0, d’où = = — X. 
Les variables sont séparées, l'intégrale sera 


Log y — —fxé EoeC d'ouNy— Cerf 5e 


2) Pour intégrer l'équation linéaire avec second membre, désignons 
par « une intégrale particulière de l’équation sans second membre. 
Soit, par exemple, 


nie free 
et changeons de fonction inconnue par la relation 
yæœuz, d'où y'= us + us. 


Comme u! + Xuw est nul par hypothèse, l'équation (11) se réduit à 
10 


URI XML OU ER ES 3 = GC + À dr 


Remplaçons maintenant dans y = + les deux facteurs u et 3 par 
les valeurs trouvées. L'intégrale générale de (11\ sera donnée par la 
formule (comportant deux quadratures) 


(12) fre ef] c +fx “E free ] 


et il n’y à pas d'’intégrale singulière. 

Remarques. — 1°) Si l’on connaît une intégrale particulière y, de 
l'équation (11), son intégrale générale s’obtiendra par une seule qua- 
drature. En effet, si l'on soustrait de l'équation (11) celle qu'on en 
déduit en remplaçant y par y,, l'équation devient 


(y — y) = X(y — y;) 


C’est donc une équation linéaire sans second membre par rs à 
y — y, et elle à pour intégr ale 


(13) y—y = er fxar 
2°) Si l'on connaît deux intégrales particulières y, et y, de l'équa- 
tion (11), l'intégrale générale s'obtient sans aucune quadrature : ce 
sera 
(14) Prey 
ENTER 
En effet, puisque y, doit vérifier l’équation (13) pour une valeur 
convenable de CG, le rapport de y — y, à y, — y, doit demeurer 
constant. 


Exemples. — Voici quelques équations linéaires avec leurs intégrales 
en regard : 
y' de ay = emx y == A D LE CA 
RE Des dt E MSIE 
y! — — er (o+1)" 
D == (œ + 1}:(6250) 
y' + ycosæ — sinæ cosæ y = Ce EL Sinæ — ] 
do d9 Le 
Mar ler IE y = Cent 


129. Equations de Bernoulli. — En multipliant par y” le second 
membre d'une équation linéaire, on obtient l'équation de Bernoulli 


(15) + Xy=X; y". 
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Cette équation, divisée par y”, se met sous la forme 


CEE = SN 
Prenons + pour con en posant 
1 
et d'où = — (n — 12 ; 
l'équation se ramène à l'équation linéaire 
3 —(n—1)X3=—(n—1)X.. 


La valeur de z ou de À : y*-1 sera donc 
_ _ gt—1) fxae L Los 1 | écen da I56) 


Cette formule devient illusoire si n — 1, mais, dans ce cas, l’équa- 


tion de Bernoulli se réduit à l’équation linéaire sans second membre 
y! + (K — X;) y = 0. 


(16) 


Exemples. — Voici quelques équations de Bernoulli et leurs inté- 
grales : 


(1 — 2)y"— xy = ax? 
y + 2ay — 2aa°yf 


| ti 0 Via 
| 2y = a(1 +2?) — Ce” 
nT 
HIS +yi=x | 
gs = eV y 


œy° ns y) = a? 


CHEN + no — a 
Fi 
4 


— (1 — x?) 
= aa? + C, 


3\ ete 


130. Equation qui s'intègre complètement au moyen d’une intégrale 
particulière. — Il s’agit du type général 
ÿ + KY? + X1y + X: = 0, 
où les lettres X désignent des fonctions de æ seul. Cette équation 


peut s'intégrer quand on en connait une solution particulière y.. 
Posons, en effet, 


Y=Y +2; 
l'équation devient 
2° + (y, + Xy° + Xiÿ . Xe) + X27 + 2Xy,3 + Xi = 0 
et, y, étant une intégrale particulière, elle se réduit à 


8! + 22Xy, + X,) = — X2. 
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C'est une équation de Bernoulli, qu'on ramène à une équation 
linéaire en posant 4 — 1 : #. On serait donc ramené directement à une 
équation linéaire en posant tout de suite 


1 
JEU LETE 


Remarques. On peut supposer que X soit différent de 0 dans l’équa 
tion précédente, sinon elle serait linéaire. Alors, par la substitution 
y = % : X, elle se ramène à la forme 


DU 
! _ Re —— 
ou, plus simplement, P et Q étant fonctions de x seul, 


(17) LS he ut 


Par la substitution y = uw! : uw, celle-ci revient à l’équation du se- 
cond ordre 


(18) u"" + Pu! + Qu = 0. 


Cette nouvelle équation, que nous étudierons en détail dans le 
chapitre suivant, est une équation linéaire sans second membre. Ses 
propriétés ont un caractère de simplicité qui donnera presque tou- 
jours l’avantage à la forme (18) sur la forme (17). 

Il peut cependant y avoir exception dans certains cas particuliers : 
nous en rencontrons des exemples dans les deux numéros suivants : 


131. Cas d'intégrabilité d’une équation particulière du type précédent 
(Transformée de l'équation de Riccati). — Il s’agit de l'équation 


(19) ay! — ay + by? = ca”, 


Elle s'intègre sous forme finie si le quotient 2 a : n est un nombre 
entier impair (positif ou négatif). 
Cette conclusion est immédiate si n = 2 a. Dans ce cas, la substitu- 
tion y — ux® ramène l’équation (19) à 
ali aul LE bu? = c. 
Les variables se séparent et l’on intègre par les fonctions logarith- 
miques ou circulaires. 


Les autres cas, prévus dans le théorème, se ramènent à ce premier 
cas d’irtégrabilité. Transformons, en eflet, l'équation (19) par chacune 


dés eux substitutions qui sont comprises dans la formule 
x" | nan — 1 Due 
(RD) OT ESA ti OU Ent. 2 


Z oi 


quand on suppose : 19) A = b : a et 2°) À = 0. 
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1° Si A — b : a, l'équation transformée sera (après des réductions 
faciles) 


æz'—(a+n) z + ci = ba; 
20) Si À = O0, l'équation transformée sera 
æz'—(n—a)z + cz = ban, 


Les deux transformées ont donc conservé le type primitif (19), mais 
à est remplacé par a + n dans la première, par n — a dans la seconde, 
En outre, b et c sont intervertis. On peut recommencer sur ces nou- 
velles équations les deux substitutions comprises dans la formule (20) 
(en ayant égard aux nouvelles valeurs des coefficients) et répéter cette 
opération indéfiniment. 

Supposons qu’on répète Æ fois la première substitution. On aura 
remplacé a par a + An. On retrouvera le premier cas d’intégrabilité, si 
n =? (a + An), donc si 


— À (entier nul ou positif). 


Supposons ensuite qu’on fasse une fois la seconde substitution puis Æ 
fois de suite la première. On aura remplacé a par (n — a) + kn. On: 
retrouvera le premier cas d’intégrabilité, si n == 2(n — a) +2 An, 
donc si 


n —?2a 


PR À (entier négatif). 


En résumé, l’équation (19) s’intégrera sous forme finie, si (n — 2a): 2n 
est un entier positif, nul ou négatif; — ou, ce qui revient au même, si 
2 a : n est un entier impair, positif ou négatif. 

Dans ce cas, l'intégrale calculée par la méthode précédente se pré- 
sentera sous forme de fraction continue limitée. 


132. Cas d'intégrabilité de l'équation de Riccati. — L'équation de 
Riccati est la suivante. 


(21) y! + ay? = ban. 


On la ramêne à celle du n° précédent par la substitution y = w : x; 
elle devient 


œu— u Lau — bxM EE, 


Le nombre 2 a : n du n° précédent est ici 2 : (m + 2). De là le théo- 
rème suivant : | 

L'équation de Riccati s'intègre sous forme finie, chaque fois que 
2 : (m + 2) est un nombre impair (positif ou négatif), — ou, ce qui 


revient au même, chaque fois que m : (m + 2) est un nombre pair 
(positif ou négatif). 

On procèdera d’ailleurs comme au n° précédent pour calculer cette 
intégrale, | 


Remarque. — Sauf dans les cas d’intégrabilité, il y a avantage à 
transformer l'équation de Riccati dans l’équation linéaire du second 
( 
u 


ordre (n° 130) par la substitution y — mie elle devient ainsi 


(22) u! — ab u ax = 0, 


C’est la transformée obtenue par Euler. Nous l’étudierons en détail 
dans le chapitre suivant. 


133. Théorie du facteur intégrant ou multiplicateur. — Soit l'équa- 
tion 
(23) Pdx + Qdy = 0. 


On appelle multiplicateur ou facteur intégrant un facteur Lu, géné- 
ralement fonction de x et de y, tel que l'expression 


pe (Pdæ -+ Qdy) 
soit une différentielle totale exacte. 


l. Il eciste toujours un facteur intégrant. 

En effet, l'équation (23) admet toujours une intégrale générale 
renfermant une constante arbitraire et qui, résolue par rapport à cette 
dernière, prend la forme 


TA UYI EAU 


Connaissant cette intégrale générale, on peut en déduire un facteur 
intégrant u. En effet, différentions totalement cette équation, puis 
éliminons dx et dy entre l'équation obtenue et l’équation (23) ; il vient 
successivement 

! ! 
F,dx + Fldy == 0, Et. 

Gette dernière équation ne renferme plus C et doit être vérifiée en 
tout point x,y de l'intégrale générale, donc en un point quelconque, 
car on peut faire passer une intégrale particulière par ce point. C’est 
donc une identité : ses deux membres ne sont que deux expressions 
différentes d'une même fonction de æ,y que nous désignerons 
maintenant par x. Il vient donc identiquement 


Fe=uP. F,=uQ, d'où  u(Pdr + Qdy) —dF(xy). 
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Donc p est un facteur intégrant et l’on connaît une expression 
F, : P de ce facteur. 


IL, Si F(x,y) = G et Fi(x,y) — GC, sont deux formes différentes de 
l'intégrale générale de l'équation (21), on a 
IOTTRT (F). 
En effet soient L et mu, les deux facteurs intégrants correspondants 
aFetàaF,.Ona 
u(Pdx + Qdy) = dF d(Pdx + Qdy) = dF, 
d'où 


GE, — ÊLGF. 
4 


Cette relation a lieu les variables x et y étant indépendantes. Elle 
subsiste si l'on change ces variables. Comme F contient au moins une 
des deux lettres x ou y, supposons que F contienne y. Prenons alors 
x et F comme variables indépendantes; cette relation montre que l’on à 

CAIN TERRE 
Ôx OH 
Donc F, ne dépend que de F et l'on a 


III. I! existe une infinité de facteurs intégrants, et si à est l'un d'eux, 
ils sont tous compris dans la formule générale Y(F), la fonction +} 
restant arbitraire. 

Tout facteur intégrant 4, est de cette forme en vertu de la dernière 
équation ci-dessus. Réciproquement, tout facteur de cette forme est 
intégrant, Car on a 


LF)(Pdx + Qdy) = Y{F)dF = d.fy(F)dF, 


ce qui est une différentielle exacte. 


IV. La connaissance d'un facteur intégrant permet d'obtenir l'inté- 
grale générale par des quadratures et de déterminer immédiatement la 
solution singulière s’il y en a une. 

En effet, l'équation différentielle peut s’écrire 


Par + Qdy =" dF = 0. 
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Elle se décompose en deux autres : dF = 0, ce qui fournit la solu- 
tion générale, et À : u — 0, ce qui fournira la solution singulière. La 
solution singulière jouit donc de la propriété remarquable de rendre 
infini le facteur intégrant, 


V. Si l’on connaît deux facteurs intégrants dont le rapport ne se ré- 
d'uise pas identiquement à une constante, on obtiendra l’intégrale géné- 
rale en égalant ce rapport à une constante arbitraire. 

En eflet, soient u et uy[F) deux de ces facteurs, en égalant leur 
rapport à une constante, il vient 4 (F) = C. Mais v contient F par 
hypothèse, donc cette relation revient à F = C : c’est donc l'intégrale 
générale. 


VI. En particulier , si l'on connaît un facteur intégrant d’une équa- 
hion différentielle exacte, on obtiendra l'intégrale en égalant ce facteur 
à une constante. 


124. Recherche d'un facteur intégrant. Cas de l’équation linéaire. — 
Parmi les équations étudiées précédemment, il y en à que nous 
avons intégrées par le procédé du facteur intégrant. Ce sont d’abord 
celles qui s’intègrent par séparation des variables (n° 124), car cette 
séparation se fait en multipliant l'équation par un facteur intégrant 
facile à apercevoir. Ge sont ensuite les équations homogènes, que l’on 
rend immédiatement intégrables en les divisant par Px + Qy, ce qui 
est donc l'inverse d’un facteur intégrant. 

En dehors de ces deux cas, la recherche d’un facteur intégrant est 
un procédé peu pratique d'intégration et c’est plutôt l'intégration de 
l'équation qui conduit à la connaissance d’un facteur intégrant par la 
méthode indiquée au n° précédent, 

Cherchons les conditions analytiques auxquelles doit satisfaire un 
facteur intégrant. Pour simplifier, mettons l'équation sous la forme 


(24) dy + Pdx = 0. 

La condition pour que x (dy + Pax) soit une différentielle exacte, 
est 

Ou O(xP 

(25) TES A 

C’est une équation aux dérivées partielles et l'intégration de cette 
équation doit être considérée comme un problème d'ordre plus élevé 
que celle de l'équation (24). 


1 


Comme application, cherchons à quelle condition le facteur u sera 
fonction de æ seul. L’équation (25) se réduit dans cette hypothèse à 
LMPRUE 
(26) En ON 
Il faut donc que H? soit fonction de æ seul, c’est-à-dire que P soit 
une fonction linéaire de y. Les seules équations de la forme dy + Pdx 
— 0 dont le facteur intégrant soit fonction de x seul, sont donc les 
équations linéaires. Pour celles-là, P est de la forme Xy— X, et pa 
est égal à X. 
Soit donc l’équation linéaire 
(27) dy + yXdx = X;,dx ; 


son facteur intégrant est donné par l'équation (26), qui devient 
( xx 
(28) Fe = d'où u — Ar 


Multiplions done l'équation (27) par un facteur intégrant p et 
observons que udy = d{uy) — ydy. ; il vient 


duy) — y{u'— pX)dx — pXdr. 


Le terme en y disparaît par l'équation (28) ; il vient donc immé- 
didtement 


(29) y = fuxide. 


C’est la formule d'intégration de l’équation linéaire (n° 128). Le 
facteur px est l'inverse d’une solution de l'équation sans second 
membre. 


135. Application. Formules d'addition des transcendantes. — Nous 
avons observé (n° 133) que si F —Cet F, — C, sont deux formes diffé- 
rentes de l'intégrale générale, on a F, — e(F). Voici des applications 
de cette remarque : | 


1° On a l'identité 


—. — —_—_—_——— de dy 
d\æ\ 1—7* 1—2?)—={(x 1—æx?)(1—%?) (tv : 
Ve) = (ar VA VE 
Donc, les deux équations différentielles exactes 


AR ER de a 


étant équivalentes, on connaît deux expressions de ieur intégrale : 


— 154 — 


a\1—y? + y \ Er = C, arc sin æ + arc sin y — C.. 
Par conséquent, 
arc sin æ +- arc sin y = o(&Ÿ/1 — y? + yN1— x). 
On voit, en posant y = 0, que + est un arc sinus ; il vient donc 


arc sin æ -} arc sin y — arc sin (@\1 = + y V L — x!) 


20 On a pareillement l'identité 


; 2 PAP 
sets 0+mt tif a à 


1 — xy (1 — ay} + 1+y/ 


d’où deux formes de l'intégrale générale d’une même équation diffé- 
rentielle : 


bustier arcigæ—+arctgy—=C, 


Par conséquent, 


arcig x +arctgy=—=p# () = arc tg (5) Ù 


car On voit, en posant y = 0, que + est un arc tangente, 
EXERCICES. 


1. En prenant y — X, : X pour inconnue, montrer que l'intégrale de 
l'équation linéaire (n° 128) peut s’écrire 


ad Le ee fxax = 
IT SET C+fe de 


2. Montrer que l’on peut intégrer l’équation 
Piady — ydx) = Qdy — Rdx, 
où P, Q, R sont homogènes en x, y et Q, R du même degré. 
R. On pose y = ux et l'on obtient une équation de Bernoulli pour 
déterminer æ en fonction de w. 


3. Intégrer l'équation de l’exercice précédent en supposant que 
P, Q, R soient linéaires en æ, Y, mais non plus nécessairement homo- 


gènes (Équation de Jacobi). 

R, Si P, Q, R sont homogènes, c’est une application de l'exercice 
précédent. Si cette condition n’a pas lieu, on la réalise par le change. 
ment de variables 


z=é+a, TEE, 


en déterminant les constantes «, 8 par les conditions 


En égalant chaque rapport à une même inconnue À, on en tire trois 


équations linéaires entre « et 8 et l'élimination de «, $ fournit une équa- 
tion du 3° degré pour déterminer À. 


4. La condition nécessaire et suffisante pour que 1 : (Pæ + Qy} soit 
facteur intégrant de Pdx-+ Qdy—0 est que P:Q soit homogène de degré 0. 


5. La condition nécessaire et suffisante pour que 1 : (Pæ — Qy) soit 
facteur intégrant de Pdx + Qdy = 0 est que Pa’ : Q soit fonction du 
produit æy. 


6. La condition nécessaire et suffisante pour que Pdx + Qdy admette 
un multiplicateur homogène de degré » est que la fonction 
( 0 
æ(P, —Q,,) —2Qx 
Pæ + Qy 


soit homogène et de degré 0. 


8 4. Équations du 1° ordre non résolues 
par rapport à y'. 


136. Définition de l'intégrale générale. — Soit une équation 
(1) Îæ, y, y) = 0. 


On pourra généralement tirer de cette équation plusieurs valeurs 
pour y', peut-être même une infinité, 
(2) y' rs (x, y), y' on (, y), 
Ces équations, qui sont de la forme traitée dans le paragraphe pré- 
cédent, auront chacune leur intégrale générale, soit respectivement 
(3) F;(x, y» C) = (0, F,(x, Y» C) = 0, 


Ce sont autant de solutions des équations (1) et l'on appelle 
intégrale générale de cette équation, une solution qui comprend 
toutes les précédentes. ; 

Lorsqu'il n’y a qu'un nombre limité » d'équations (2) et, par suite, 
d'équations (3), on peut obtenir cette intégrale générale en multi- 
pliant entre elles toutes les relations (3), ce qui donne 


(4) Fix, y, C)E,(x, y, Ce. Fat, y, ©) = 0. 


Il arrive souvent que toutes les équations (8) peuvent être com- 
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prises en une seule renfermant des fonctions à déterminations mul- 
tiples. Cette relation unique est alors l'intégrale générale. Si Jes 
fonctions à déterminations multiples sont des radicaux, on pourra 
généralement les faire disparaître par des élévations de puissance, 
mais il est clair que cela revient à former l'équation (4). Il est à 
remarquer que celte opération a déjà été faite pour plusieurs des 
équations proposées au paragraphe précédent. En voici un nouvel 
exemple : soit 
dy 

+V1 + y° 
On en tire l'intégrale générale sous les deux formes 


LOg(yÆ VE + y) = Log Ce, 1 + y — (Cer — yy. 


y"? A Le y?, d'où — (x. 


Exemples. Les trois équations : 
(at + ay + ÿ?) y (ay + DU + ay) y! — y — 0 
y Y+Y)Y y y Ty") y y 
(a? — x?) y'8 + be (a? — x?) y? y Er 0 


ns DURE TEN RE 
[1 ge EE Se 


reviennent aux suivantes, dont nous mettons l'intégrale en regard : 


x? 
y" — a) (y'— æy) (y! — y) = 0 (5 c)(-ce Ye; )-0 
(a? — æ?) y? — 1]{y! + bæ) — 0 (y + C}8 — # (are sin “). 


(eg — y}? = [yy! (a? + y) = œtg C = =) 


13'7. Équations où manque une variable. — Elles sont de l’une des 
deux formes suivantes (la seconde se ramènerait d’ailleurs à la pre- 
mière en prenant æ pour inconnue) : 


Îlæ, y') = 0 ou fy, y) = 0. 

On ramène immédiatement l'intégration à une quadrature en résol- 
vant l'équation par rapport à y!. Mais il arrive que l’équation soit 
plus facile à résoudre par rapport à x (ou à y) que par rapport à y!. 
Dans ce cas, en faisant la résolution et en remplaçant y! par p, on 
obtient 
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x = o(p| | y = p(p) 


ou 
y—C=(pdx = (pe'(p)dp AVE dy (EU 
on ol cn 


C’est une représentation paramétrique de l'intégrale : æ et y sont 
exprimés en fonction de p. En éliminant p entre les deux relations, 
on met l'intégrale sous la forme habituelle. 


Exemples. I. Soit l'équation æ = pf + ]; 
__ = 3 3 4 
y = |pdx = 3|p°dp = p +0. 


3 
En éliminant p, il vient (æ — 1)? — Ë (y — o)| À 


LR ap 
II. Soit l'équation &æ = ——— ; 
Vi+p° 
y — C — (par = pa —[odp = pr — — — pa — ai tr. 
- o 1-L p° 


En éliminant p, il vient a? + (y — C} = on 


138. Équations homogènes. — Désignons encore y par p et soit 
fix, y, p) — 0 une équation homogène par rapport aux deux variables 
æ, y. Si l’on peut la résoudre par rapport à p, elle se ramène à la 
forme étudiée au n° 495. Laissons ce cas de côté. En divisant par 
une puissance convenable de æ et en posant y = ux, l'équation prend 
la forme F(u,p) = 0, et si on peut la résoudre par rapport à u, 


ou aura 
u = @(p). 

En dérivant la relation y — ux, on en lire 

dy = pdx = udx + xdu, 
d’où | 
dæ __ du _ p(pldp 
x pu p—ewb) 

L'équation différentielle entre x et p est à variables séparées et 
donne x en fonction de p par une quadraiure. On obtient ensuite y 
en fonction de p par la relation y = ux —xvp(p). On a donc une 
représentation paramétrique de l'intégrale. 


Exemples. Voici trois équations avec, en regard, soit « exprimé en 
fonction de p, soit l'intégrale générale : 
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1 


Les MIE L Ru Dr ITR FA 
y — pa = naV1 + y VF VIE —p] 
ITR = n (x + py) (œ — CP + y? = (nCP 
y = Yp° + 2px | y? = LC + C2 


139. Équations qui s'intègrent par dérivation. —— Soit une équation 
résolue par rapport à y 


(6) y = Ï\æ, y'). 
En y remplaçant y' par p, elle devient 
(6) y = (x, p) 
Si l’on dérive cette équation, on voit que p doit vérifier la condition 
La f OftER 
(7) Re vs ae Ôp dx 


C'est une équation du premier ordre entre p et x. Si on sait l’inté- 
grer, On en tirera 


(8) F(æ, p, C) = 0 d’oû p = p(x, C). 
Portons cette valeur de p dans l'équation (6), il vient 


UE f(x). 

Nous avons établi ainsi que toute intégrale rentre dans cette 
relation ; mais, réciproquement, cette relation est une intégrale, car, 
en la dérivant, on en tire, en vertu de l'équation (7), y =p =. 
C'est donc l'intégrale générale. L'intégrale générale de (5) s’obtient 
donc en éliminant p entre (6) et (8) et, si l’on a soin de tenir compte 
de toutes les solutions de l'équation (8), on ne laissera échapper par 
cette méthode aucune intégrale de l'équation (5). On pourrait aussi 
résoudre l'équation (8) par rapport à x, puis porter la valeur trouvée 
dans (6) ; on aurait exprimé ainsi x et y en fonction de p et obtenu, 
par conséquent, une représentation paramétrique de l'intégrale. 

Les équations traitées dans les deux n° suivants fournissent des 
exemples de cette méthode. 


140. Équation linéaire en x et y. — Elle est de la forme (p dési- 
gnant y!) 


(9) y = æp(p) + Y(p). 
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En la dérivant, on en tire 


7 d 
(10) p = ep) + | agp) fe v'(p | el 


d 
On peut vérifier cette équation en annulant p — e(p) et _. ; NOUS y 


reviendrons dans un instant. Supposons d'abord qu'aucune de ces 
quantités ne soit nulle ; l'équation peut s’écrire 


LE, DU) RE D) 


dp_ pan p—ebp) 

Cette équation est linéaire en considérant æ comme l'inconnue et p 
comme la variable indépendante. On sait l’intégrer et l'on trouve x 
en fonction de p et d’une constante arbitraire. En éliminant p entre 
cette relation et l'équation (9), on obtient l'intégrale générale. Si, au 
lieu de cela, on porte la valeur de æ dans (9), x et y sont exprimés en 
fonction de p et l’on a une représentation paramétrique de l'intégrale. 

Annulons maintenant p —+(p). On en tire généralement un cer- 
tain nombre de valeurs constantes p,, p.,... qui satisfont à l’équa- 


tion (10),car Fe est alors nul aussi. En portant ces valeurs de p dans 


l'équation (9), on en tire un certain nombre de solutions singulières 
qui, géométriquement, représentent des droites. 


Exemples. Les équations homogènes traitées au n° 138 peuvent aussi 
se résoudre par cette méthode. Voici d’autres exemples où les équations 
ne sont pas homogènes, Nous metlons l'équation à intégrer dans la 
première colonne, la valeur de æ en fonction de p en regard. 


ll 0) 710 æ = Ce? — 2(p + 1) 
Aer. p°dp 
es 2 2x = CO —| -——— 
y = 2pæ + Vip | Rues 
) | mo 2 8 
y = 2px — p° p'emCns 


141. Équation de Clairaut. — La méthode du n° précédent échoue 
si v{p) se réduit à p. Dans ce cas, on obtient l'équation de Clairaut, 
qui a donc pour type : 


(11) y = px + Y(p). 


En la dérivant, il vient 


Hd de E ju vp) | e = 0, ne d'où [a+ vo] = 0. 
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Gette équation peut être satisfaite de deux manières : 

19 En posant = 0 d'où p = C. 

Portant cette valeur dans (11), on obtient l'intégrale générale 

y = Cr + ÿ(C) 
qui représente géométriquement un système de droites. 

2° En posant & + y'{p) = 0. 

Si on élimine p entre cette équation et (11), on obtient une solu- 
tion sans constante arbitraire. C’est une intégrale singulière, car elle 
ne peut rentrer dans l'intégrale générale (p étant maintenant fonction 
de x). La solution singulière représente donc une courbe. 


L'intégrale générale se compose de toutes les tangentes à la courbe 
représentée par la solution singulière. 

En effet, toute solution particulière est donnée par l'équation 
y = pa + v(p) où p est constant. Cette droite passe par le point de 
la courbe qui a pour abscisse x — — Ÿ'(p). Comme le coefficient 
angulaire y! de la courbe en ce point est égal à p par notre calcul 
lui-même, la droite touche donc la courbe en ce point. 


Réciproquement, l'équation différentielle des langentes à une courbe 
revient à une équation de Clairaut. 


En effet, l’équation d’une droite étant y = PX + q, pour exprimer 
qu'elle touche la courbe 8 — f{a), on écrira 


fa) = pa + q, p = f'(a). 


En éliminant « entre ces deux relations, on obtient une relation de 
la forme q = ÿ(p). L'équation générale des tangentes est donc 


y = px + Y(p) 
et elle dépend d’une constante arbitraire p. Pour former l’équation 


différentielle des tangentes, il faut éliminer p entre cette équation et 
sa dérivée y! = p ; on forme donc une équation de Clairaut. 


Exemples. Voici quelques équations de Clairaut avec leurs intégrales 
singulières en regard : 


y=netp rt | 4-41) 
Yet NE BR, | y VER = dort); 
+ VU | tp 


NC 
EXERCICES. 


1. Intégrer les équations 
ayy"? + (2x — bd) y —y = 0 
(42 — a) y" — Aoyy + — À = 


3 
(y — &) V1+as dy = n(1 + y?)" dæ. 

R. La première se ramène à une équation de Clairaut par la substitu- 
tion y? — « et la seconde à une équation linéaire en +, y en la résolvant 
par rapport à y. 

Pour intégrer la troisième, on pose æ = Îgu,y — tgv, ce qui 
ramène à l’équation sin (v — u) du — ndv et les variables se séparent 
en posant v —u = 2, 


2, L’équation de Clairaut est la seule qui s'intègre en remplaçant y! 
par C (Mansion). 


3. Transformation de Legendre. Klle consiste à prendre comme nou- 
velles variables 
X = 1}, Y = ay — y. 


En différentiant ces relations, on en tire, sans difficulté, 


y=X gg — Ÿ, y'=X. 


Par cette substitution, on ramène l’une à l’autre les deux équations 


ITU 
! (AR. ——_—… — —— === 
flæ, y, y'} = 0 HR Y,X) 0 


et l'intégrale de l’une fait connaître celle de l’autre. 


Par exemple, l'équation D{xy' — y) — (y) devient P(Y) — - (X) 


et les variables se séparent. 

Cette substitution suppose toutefois que y'' ne soit pas nul. Si on 
l'applique à une équation de Clairaut, on ne trouve que la solution 
singulière. 


8 5. Applications géométriques des équations 
du 1°: ordre. 


142. Problème des trajectoires. — Soit F(x, y, «) — 0 une équation 
renfermant un paramètre arbitraire «, et qui représente, en axes Tec- 
tangulaires, une. famille de courbes planes (F) ; on demande de trouver 

11 
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les courbes qui rencontrent, sous un méme angle donné w, toutes les 
courbes de cette famille. 

Soit (x, y) un point du plan. Considérons une courbe de la famille 
(F) et une trajectoire passant par ce point. Soient, en ce point, o l'in- 
clinaison sur l'axe des x de la tangente à la courbe et p'=p + 
l'inclinaison de la tangente à la trajectoire. On aura 


! 
ar gg = te 0) = 
Geci posé, formons l'équation différentielle des courbes de la 
famille (F), ce qui se fait en éliminant « entre F — 0 et sa dérivée. 
Cette équation sera de la forme 


(2) f(æ, y, y) = 0. 

Dans cette équation, y' représente go. Si nous voulons en déduire 
l'équation différentielle des trajectoires, il faut former une équation 
dans laquelle y' représente tg'. En vertu de la relation (1) entre tgo 
et tg®’, il faut, pour cela, remplacer, dans l'équation (2), y! par l’ex- 
pression 

l— te w 
6) ETATS 

D'où la règle : L'équation différentielle des trajectoires s’obtient en 
formant léquation différentielle des courbes (F) et en y remplaçant y! 
par (y — tgu) : (1 + y'tgo). 

Les trajectoires sont orthogonales ou obliques selon que l’angle w 
est droit ou ne l’est pas. Dans le cas des trajectoires orthogonales, 
igw est infini, l'expression (8) se réduit à — 1 : y', Donc l'équation des 
trajectoires orthogonales s'obtient en remplaçant y' par — 1 : y! dans 
l'équation différentielle des courbes (F). 

Si l'angle w est nul, la courbe cherchée touche toutes les courbes 
de la famille (F). On peut considérer le problème de trouver cette 
courbe comme un cas-limite de celui des trajectoires. L'expression (3) 
se réduit à y' et l'équation des trajectoires coïncide avec l'équation dif- 
férentielle des courbes (F). La solution du problème ne peut donc 
être donnée que par une intégrale singulière de l'équation (2). Nous 
reviendrons sur cette question dans la théorie des courbes enve- 
loppes. 


143. Exemple de trajectoires obliques. — Cherchons les trajec- 
toires des droites 
| JT 
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L'équation différentielle de ces droites est xy' = y. Donc celle des 
trajectoires sera, d'après la règle, 
Ty —tgo) = y(1 + y'tgu), 
d’où 
x dy — ydx = \gv (x dx + ydy). 


Gette équation homogène s'intègre immédiatement en la divisant 
par æ? + y? ; il vient 


arc Eye ge tg © ë Log (a? + y?) — Log ci 


ou, plus simplement, en coordonnées polaires r et 8, 


ee Ce° cot 
Les trajectoires sont donc des spirales logarithmiques. 


Remarque. — Si l'on considère un cône circulaire droit ayant le plan 
æy pour base, les trajectoires précédentes sont les projections sur ce 
plan d'une courbe du cône, qui coupe toutes les génératrices sous le 
même angle et qu'on appelle hélice cylindroconique. On voit donc que 
les projections d’une hélice cylindroconique sur le plan de base sont 
des spirales logarithmiques. 


144. Exemples de trajectoires orthogonales. Systèmes orthogonaux. 
Une famille de courbes et ses trajectoires orthogonales forment ce 
qu'on appelle un système orthogonal. Nous allons en faire connaître 
quelques exemples simples : 

I. Considérons les courbes paraboliques 

y = ax, 

Leur équation diftérentielle est xy' = ay. Donc celle des trajec- 

toires orthogonales sera 
ayy' + x = 0, d'où ay? + x? = C. 

Les trajectoires sont des coniques ayant l’origine pour centre. En 

particulier, si a == — 1, on a le système orthogonal : 
Ty = &, æ'—y = 0, 
composé de deux familles d’hyperboles équilatères : les axes coor- 


donnés sont les asymptotes des courbes de la première famille et les 
axes ('e symétrie des courbes de la seconde. 
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JT. Considérons les coniques homofocales 
x? y? ” | 
CNE EC 
Leur équation différentielle est (n° 111) 


DS et À 
12 ME Ti UE en 
DE FR Re 1= 0. 

Celte équation se reproduit par le changement de y' en — 1 : y'. 
Donc le système des coniques homofocales contient ses propres tra- 
jectoires et forme à lui seul un système orthogonal. Par chaque point 
du plan passent effectivement deux courbes de la famille, une ellipse 


et une hyperbole, qui se coupent à angle droit. 


IIT. Développantes. Les développantes d’une courbe plane sont les 
trajectoires orthogonales de leurs tangentes. Mettons l’équation diffé- 
rentielle des tangentes sous forme d’une équation de Clairaut (n° 141), 
Savoir 

y = ay! + 4(y'). 

Désignons par p la dérivée de l’ordonnée y de la développante, 
l'équation différentielle des développantes s’obtient en remplaçant y! 
par — À : p dans l'équation précédente : elle sera donc 


fe 1 
tes + Ÿ (-; 

ou, plus simplement, 
(5) eo D 


C'est une équation linéaire en x et y (n° 140). Par la méthode géné- 
rale de dérivation, on obtient, pour déterminer x, l'équation linéaire 
(0 TT _ ppp). 
dppE+D PH 


Observons que l'on a 


D dp [ p dp p 
PEN TL ee 
Ée (p° + D PH SV ir 
il viendra, par la formule d'intégration de l'équation linéaire (n° 198), 
'(p)d 
(6) LE PERRET RE |. 
Vo: +1 | \n +1 
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Portons cette valeur de x dans (5) ; les équations (5) et (6) expri- 
meront x et y en fonction de p. Ge sera une représentation paramé- 
trique des développantes et elle ne dépend plus que d’une quadrature. 
Nous avions déjà obtenu un résultat analogue dans le premier vo- 
lume (n° 257). 


145. Lignes de niveau et de plus grande pente d’une surface. — Soit 
F(x, y, x) = 0 l’équation d’une surface rapportée à des axes rectan- 
gulaires. Nous supposerons l’axe des + vertical et, par conséquent, le 
plan æy horizontal. 

Les lignes de niveau de la surface sont les intersections de la sur- 
face par des plans horizontaux. 

Les lignes de plus grande pente sont celles dont la tangente fait, en 
chaque point, le plus grand angle possible avec le plan horizontal. 
Cette tangente est donc perpendiculaire à la tangente horizontale 
(qui est ceile de la ligne de niveau). Les lignes de plus grande pente 
sont donc les trajectoires orthogonales des lignes de niveau sur la 
surface. | 

Nous allons former les équations différentielles des projections de 
ces deux sortes de lignes sur le plan xy. 

On obtient une ligne de niveau en coupant la surface par le plan 
3 = «. La projection de cette ligne sur le plan xy a pour équation 

MÉLAœNE==10; 

Pour former l'équation différentielle de ces projections, il faut déri- 
ver cette équation et éliminer «. | 

Passons aux lignes de plus grande pente. Ce sont les trajectoires 
orthogonales des projections des lignes de niveau sur la surface. 
Mais l’orthogonalité subsiste en projection sur le plan horizontal, 
parce que les lignes de niveau sont horizontales. Donc les projections 
des lignes de plus grande pente sur le plan xy sont les trajectoires 
orthogonales des projections des lignes de niveau ; leur équation 
différentielle s'obtient en remplaçant y par — 14 : y' dans l'équation 
différentielle des projections des lignes de niveau. 

Appliquons cette théorie aux surfaces à!'centre du second degré 

A? + By + Cr = H. 

En remplaçant + par « et en dérivant, on forme l’équation différen- 

tielle des projections des lignes de niveau 
Az + Byy' = 0, 
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Celle des projections des lignes de plus grande pente sera 
Axy' — By = 0. 
C'est une équation à variables séparées, ayant pour intégrale 


ph = œrP | 
Si l’on suppose À = B, la surface est de révolution, les projections 
des lignes de plus grande pente sont des droites et ces lignes elles- 


mêmes sont les méridiennes de la surface. 
EXERCICES. 


1. Les distances de l’origine aux points où la tangente coupe l'axe des 
y et où la normale coupe l’axe des æ, sont dans un rapport constant a. 
Trouver la courbe. 

R. L'équation différentielle est y dx — ædy — a(x dx + xdy). La 
courbe est une spirale logarithmique (n° 143). 


2. L'ordonnée à l’origine de la tangente est kæmy?, Trouver la courbe, 
R. On obtient une équation de Bernoulli. 


3. La projection sur le rayon vecteur de la normale terminée à l'axe 
des æ, est une constante a. Trouver la courbe, 
R. C’est une section conique r = a : (1 — C cos 0). 


4. Trajectoires orthogonales des paraboles y* = 2p(x — a). 


R. Leur équation est Log y — + + C. 


9. Trajectoires orthogonales des cissoïdes y? (Ra — &) — 8, 
R. En coordonnées polaires, r? — C (1 + cos*8). 


6. Trajectoires orthogonales des cercles x? +. y? — «x, 
R. Leur équation est à? + y? — Cy. 


7. Trajectoires orthogonales des courbes r? — a? Log (tg 0 : a). 
R. On trouve 2r? (sin?0 + C) — @?. 


8. Le produit des segments compris sur deux axes rectangulaires 
entre l’origine et la tangente, est une constante 42. Trouver la courbe. 

R. Equation différentielle de Clairaut y — pæ + AŸ/— p. Solution sin- 
gulière 4xy = k?, C’est la courbe cherchée. 


9. Courbes dont la tangente est à une distance constante a de l’ori- 
gine. 

R. Equation différentielle de Clairaut ÿ px + aŸ/1 Æ p°. Solution 
singulière æ? -L y* = a?, 
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10. La portion de tangente entre deux axes rectangulaires est une 
constante a. Trouver la courbe. Æ 

R. Equation de Clairaut y —pæ -+- ap : V1 + p?. Solution singulière 

2 2 2 


a+ y as. 


11. Trouver une courbe telle que l'aire S comprise entre la courbe, 
l'axe des x et deux ordonnées quelconques, soit proportionnelle à l’arc s 
compris entre les mêmes ordonnées. 

R. La courbe est une chaînette ayant pour base l’axe des æ. 


12. Trouver la développante de la chaînette y — (e7? LE e—mx) ;: 2m 
en prenant comme orivine de cette dévelcppante sur la courbe le point 
le plus bas. — Cette développante s’appelle éractrice; la tractrice est 
aussi : 1° la courbe dont la tangente est constante; 20 la trajectoire 
orthogonale d’une famille de cercles de même rayon, dont les centres 
sont en ligne droite. 


13. Trouver la route suivie par un rayon lumineux qui traverse un 
milieu dans lequel l'indice de réfraction varie proportionnellement à la 
profondeur. 


14. Probléme de Biot. Trouver une courbe plane telle que tous les 
rayons lumineux émanés d’un point fixe A repassent par ce point après 
deux réflexions sur la courbe, 

R. La courbe est un cercle passant par A. 


CHAPITRE IV. 


Equations différentielles (suite). 
Equations d'ordre supérieur au 1°’, Systèmes d'équations. 


$S 1. Equations linéaires sans second membre. 
Wronskiens. 


146. Notations. — Premières propriétés des équations linéaires sans 
second membre. — On appelle équation linéaire homogène ou linéaire 
sans second membre une équation linéaire et homogène par rapport à y 
et à ses dérivées successives. 

Nous supposerons que le cœæfficient de la plus haute dérivée ne 
s’annule pas. Gomme on peut alors diviser toute l'équation par ce 
cœflicient, on peut admettre a priori qu’il soit égal à l’unité. L’équa- 
tion d'ordre n prend alors la forme suivante 

(1) VX +... + Xn ag EX y 0; 
où les lettres X désignent des fonctions de x seul et les exposants des 
indices de dérivation. 

Le premier membre de cette équation est un polynome symbolique 
de degré n en y. Nous poserons, en abrégé, 


(2) fu) = y + Xe + ee + Kay, 
de sorte que l'équation (1) peut maintenant s’écrire 
(6) [Q) = 0. 


Si l’on désigne par u,, w,... des fonctions de x, par G;, G:,... des 
constantes, on reconnaît immédiatement, par les règles de dérivation, 
que le polynome symbolique f{y) jouit de la propriété exprimée par 
l'équation 

(4) É(Giui + Cou +...) = Gf(ui) + Goflue) + 

On en conclut le théorème suivant, qui conduit, comme nous le 

verrons (n° 148, 149, 150), à l'intégration de l'équation : 
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Ï. Siu,, u,,... sont des intégrales particulières, en nombre quelconque, 
de l'équation linéaire sans second membre, la fonction y — Giu; + 
Cou, + … sera une nouvelle intégrale, plus générale, de l'équation. 


Il est naturel de se demander si l’on ne pourrait pas, par une trans- 
formation, simplifier l'équation linéaire en annulant certains de ses 
coefficients. À ce point de vue, on peut énoncer le théorème suivant : 


II. On peut, par une quadrature, faire disparaître le terme en y"-{ de 
l'équation d'ordre n. 

Désignons, en effet, par w une fonction auxiliaire à déterminer et 
par + une nouvelle inconnue. Transformons l'équation (1) par la 
substitution y = uz, d’où l’on tire, par la règle de dérivation d’un 
produit, 


PS TENTE Ie PRE TRUST. At 


Si l’on porte ces valeurs dans l'équation (1), le coefficient de 2” 
sera &, celui de z*-t sera (nu' + uX,). Donc, si l’on détermine w par 
l'équation 

_ X,dæ 
n] A n 
nu! + uX, = 0, d’où DEC 
et qu’on divise l’équation (1) par w, l'équation transformée en z sera 
de la forme 


an LIRE +... + /nx = 0, 


les lettres Z désignant des fonctions de x. 
Cette transformation, qui exige la détermination de w, dépend donc 
d’une quadrature. 


147. Définition et propriétés des wronskiens. — L'étude des équa- 
tions linéaires est intimement liée à celle de certains déterminants 
nommés wronskiens. Le wronskien de u;,, u:,... Un est, par définition, 
le déterminant suivant. formé avec les fonctions « et leurs dérivées : 


! ! ! 
u 


U;, U, .. Un 
(72 


19 


DURE Us ue +. UT 
Nous le désignerons par 


W ou par Wu, ur): 
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Les wronskiens jouissent de certaines propriétés très simples : 

1°) Le wronskien W s’annule si deux des fonctions « sont égales. 

2°) Pour dériver un wronskien, on doit remplacer les éléments de 
la dernière ligne par leurs dérivées. 

Cette règle est un cas particulier de Ja règle générale suivante : 
La dérivée d’un déterminant est la somme des déterminants succes- 
sivement obtenus en remplaçant dans le proposé : d’abord tous les élé- 
ments de la première ligne, puis tous ceux de la seconde, enfin tous 
ceux de la dernière ligne par leur dérivées (!). 

En effet, si l’on applique cette règle à un wronskien, tous les déter- 
minants ainsi obtenus sont nuls comme ayant deux lignes égales, 
sauf le dernier. 


148. Théorème l. — Etant donnée une équation f (y) = 0, linéaire 
el sans Second membre d'ordre n : 1° elle admet toujours n solutions 
particulières u,, u,,... ux dont le wronskien ne s’annule pas ;'2siu,, 
U,... Un SON n solutions satisfaisant à cette condition, l'intégrale 


générale sera 
(5) Y = Gui + Gus +... + Cour. 


Démontrons d’abord le premier point. Si u, est’une solution parti 
culière différente 0 de l'équation, son wronskien se réduit à u, et 


n'est pas nul. Supposons, par impossible, qu’on puisse trouver p 


(0 <p < n) solutions particulières u,, 4,5... w, dont le wronskien soit 
différent de 0, mais qu'il soit impossible de leur ajouter une nouvelle 
Solution satisfaisant à la même condition. Dans ce cas, toute intégrale 
de l’équation f(y) == 0 et, par conséquent, son intégrale générale 
vérifient la relation 


Wu, U,... Up, Y) = 0. 


Cette relation est linéaire par rapport aux quantités y, y! ye, 
auxquelles on peut attribuer un système de valeurs arbitraires pour 
chaque valeur de x, car p est < n et l'intégrale générale comprend au 


(?) Cette règle se aémontre aisément. S'il n’y a de variables que ies éléments 
d’une seule ligne, on reconnaît immédiatement, en développant le déterminant 
par rapport aux éléments de cette ligne, que sa dérivée s’obtient en rempla- 
gant chaque terme de cette ligne par sa dérivée. La dérivée d’un déterminant 
quelconque sera donc, par la règle de dérivation des fonctions composées, la 
somme des déterminants successivement obtenus en Supposant variables les 
éléments de la première ligne, puis ceux de la seconde... ce qui conduit à la 
règle énoncée. 


Ne 
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moins une intégrale particulière à laquelle on peut imposer ce sys- 
tèmes de valeurs comme initiales. Donc la relation ne peut subsister 
que si les coefficients de y, y',.. sont nuls séparément, ce qui n’a 
pas lieu, car le coefficient de y? est Wu, u,,... Un) qui est supposé 
différent de 0. Donc l'hypothèse est impossible, ce qui démontre la 
première partie du théorème. 

Pour établir la seconde partie, considérons l'intégrale 


y = Cu + Gus +. + Cnün (ou y — ZCu) 


formée avec n intégrales particulières dont le wronskien W ne soit 
pas nul. 

Pour établir que c’est l’intégrale générale, il faut prouver que les n 
constantes sont distinctes, ou permettent d'attribuer à y, y', .… y 
des valeurs arbitraires pour une valeur particulière de æ. Il suffit, 
pour cela, que le système d’équations 


y = È Cu, y— 20, RU di OI 


soit résoluble par rapport aux constantes GC. Cette condition est effec- 
tivement remplie, car le déterminant du système est le wronskien W 
qui n’est pas nul. 


149. Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
W (u,, U2,... Un) Soit différent de 0, est que les n fonctions u soient 
linéairement indépendantes. 

On dit que les fonctions « sont linéairement indépendantes si l’iden- 
tité 

(6) Us + Lolo + An Un == (ou Zau = 0) 


pe peut avoir lieu pour des valeurs constantes des coefficients « que 
si tous ces coefficients sont nuls. 

Si les fonctions uw ne sont pas linéairement indépendantes, on forme 
par des dérivations successives le système de » équations 


Zau = 0, Zaw— 0... Zaurmt =) 


et, ces relations étant satisfaites pour des valeurs non toutes nulles 
des «, onentire W{u,, 4,... Un) = 0. | 
Réciproquement, supposons qu’on ait identiquement 


W (u, Us, Un) —— 0. 


Je dis que les fonctions w ne sont pas linéairement indépendantes, 


NT 


En effet, si w, était identiquement nul, on aurait uw, + Ou, + 
Ou, + … — 0 et les fonctions w ne seraient pas linéairement indé- 
pendantes. Supposons donc z, différent de O et joignons-lui successi- 
vement de nouvelles fonctions u,. u,,... jusqu’à ce que nous arrivions 
à un premier wronskien W{u;, w,... Up) qui s’annule ; 4, sera une 
intégrale de l'équation linéaire d'ordre p —1 

(7) W (ur, US DU AY 0: 

Le coefficient de y?—t est W{u,, u,,... up_1), qui n'est pas nul, et 
l'équation (7) adinet les solutions particulières w,, W,... Up, Satisfai- 
Sant aux conditions du théorème précédent ; on en conclut que son 
intégrale générale sera y == Cu, + Gus, + + + Cy_1 Up x. Donc 
l'intégrale particulière w, est comprise dans la précédente en attri- 
buant aux constantes Cdes valeurs convenables z,, «,,..., ce qui donne 

Up = ui + oûs + + + Apr Up. 

C’est une relation de la forme (6), dans laquelle un au moins des 
coeflicients (celui de #,) n’est pas nul. 

De ce théorème et du précédent, on tire la conclusion suivante : 


150. Intégration de l'équation linéaire sans second membre. — L’in- 
tégration complète de l'équation linéaire sans second membre revient à 
la détermination de n intégrales particulières, linéairement indépen- 
dantes, u,, u2,... un; l'intégrale générale est donnée par la formule 

y = Gi; + Gus + + + Cnun, 
etiln'y a pas de solution singulière. 


151. Théorème III. — Si les deux équations linéaires sans second 
membre : 
UN + XY +  Xhy = 0, y + Eyrt He + ny = 0, 
ont la même intégrale générale, elles sont identiques terme pour terme. 

En etfet, leur différence 

(Xi — Eye + (Ke — Eye Hu + (Ka — En)y = 0 

est aussi vérifiée par cette intégrale générale, donc par des valeurs 
arbitraires de y, y',.. y"—1, ce qui exige qu’on ait X, — E,, X, = £,,... 


Le théorème précédent permet de montrer facilement que le pre- 
mier membre de l'équation linéaire, ramené à la forme 
Ye V RRVEE X 77; 


s'exprime de différentes manières par des wronskiens, quand on con- 
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naît n intégrales, linéairement indépendantes, w, U,... Un, OU l'inté- 
grale générale de l'équation f(y) — 0. G'est ce que nous allons faire. 


152. Première expression de /{y) par des wronskiens. — Formons 
l'équation linéaire d'ordre n 
Wu, Uo,... Un, Y) = 0; 
elle revient à f(y) — 0, car elle a la même intégrale générale. Pour 
réduire son premier membre à {y}, il suffit donc de le diviser par le 
coefficient de y”; d'où l'identité 
WU, Uoscee Un s Ÿ) 
(8) {y} = NW us Up Un) 

153. Formule de Liouville. Intégrale première de l'équation sans 
second membre. — Si l’on écrit Wu, U5,... Un, ÿ) Sous forme de 
déterminant, on remarque que, d’après la règle pour former la déri- 
vée d’un wronskien (n° 147), le mineur relatif à y*-* est 

— W'{u,, Us... Un). 
Identifions donc les coefficients de y*-: dans les deux membres de 
la relation (8) ; il vient, W étant le wronskien de u,, u,,... Un, 
(9) : D Lao NW — ce fr 

Cette formule est due à Liouville. On en déduit d'importantes con- 

séquences : 


4) Si W n’est pas nul pour une valeur particulière de x comprise 
dans un intervalle où la fonction X, est continue, W ne peut s’annuler 
dans cet intervalle. | 

Qc) Si l'on considère une équation dans laquelle le terme en ane: 
disparu (n° 146), X, est nul et le wronskien W conserve une valeur 
constante. | 


30 On obtient immédiatement une intégrale première de l'équation 
fly) = 0 d'ordre n, si l’on en connaît (n— 1) solutions indépendantes 
Us Use. Un. Remplaçons, en effet, y par l'intégrale générale G;u, 4 
Cous + « + Chu, dans le wronskien | 

WU, Use Unus Ÿ) ; 


il vient, par la formule de Liouville, 


(10) WU, Uoyese Un13 Ÿ) = Cie fase 
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car la constante C, peut être comprise dans l'intégrale indéfinie. C’est 
une intégrale première de f\y) = 0 et nous verrons (n° 160) que l’inté-. 
gration s'achève par des quadratures. 


154. Seconde expression de f (y) par des wronskiens. — Multiplica- 
teurs. — Désignons, comme au n° précédent par W le wronskien 
Wu, Use. Un) ; par W:(y) le même wronskien dans lequel une des 
fonctions w seulement, la fonction w;, a été remplacée par y. Formons 
l'équation linéaire d'ordre » (D désignant une dérivée) 


(11) D, 29 


cette équation admet les n intégrales particulières w,, Us Un, Car le 
rapport à dériver est égal à 1 si y — w,, et à O si y est égal à une 
autre fonction w. Done, pour réduire le premier membre de cette 
équation à f(y), il suffit de le diviser par le coefficient de y*. 

Soient, en général, w#* le mineur de W relatif à l'élément u*, w; le 
mineur relatif à w; ; on aura 


W;(y) — WU + Wie ynRe +- de. + W;y. 
Donc le coefficent de y” dans l'équation (10) est w;2—1: W. On en 
conclut que l’on a, pour à = 4, 2... n, l'identité V4 


W, (y) _ D ii TeUTe + WE y'reE + AT W;y 
Wei 2, CONENT NS 


; wi 
(12) D. = y / (y). | 


Il résulte de là que si l’on multiplie l’équation f{y) = 0 par l’une des 
n quantités w#—1: W {i = 1,2... n), on transforme son premier mem- 
bre dans une dérivée exacte. Ces facteurs sont des multiplicateurs de 
l’équation et nous ferons la théorie de ces multiplicateurs au para- 
graphe 3. 


155. Division symbolique. — I. Ætant donnés deux polynomes sym- 
boliques d'ordres metn(m> n) 


A(y) = AY + A;yni +, B(y) = Boy? + B,y-t L ‘142 


les lettres À,, À,,..., Bo, B,,... désignant des fonctions connues de œ, 
il est toujours possible de déterminer deux nouveaux polynomes symbo- 
liques Q et R tels qu'on ait, quel que soit y, 


A(y) = Q[B(y)] + R(y) 
Q étant d'ordre m — n et R d'ordre CN. 
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Cette opération peut s'appeler la division de À par B ; Q est le guo- 
tient, R le reste. Si R est identiquement nul, on dira que À est divisible 
par B. 

Pour établir ce théorème, mettons la seconde équation de l'énoncé 
sous la forme 


y? = & (B— By By? — …). 


Dérivons-la m — n fois de suite et remplaçons chaque fois dans le 
second membre y”, y*#1,... y”—1 par leurs valeurs déjà trouvées ; nous 
obtiendrons y”, y*+1,... y” en fonction linéaire de B, B',... B”" et de 
y, y',... y" 1, Portons ces valeurs dans le premier polynome A(y) ; il 
viendra 


A (y) = Q(B\ + R(y), 


Q (B) désignant un polynome symbolique en B, B',... B#-* et R un 
polynome symbolique en y, y,... y"-t. C’est la relation qu’il fallait éta- 
blir. 


IT. Sous les conditions énoncées, les polynomes Q et R ne peuvent être 
déterminés que d'une seule manière. 


En effet, soient Q, et R, deux autres polynomes satisfaisant aux mêmes 
conditions. On aura, quel que soit y, 


Q[B(y)] — Q, [B(y)] = R; (y) — R(y). 


Il résulte de là que l'expression linéaire (d'ordre n — 1) R,(y) — R{y) 
est annulée par l'intégrale générale de l’équation (d'ordre n) B{y) = 0, 
done par des valeurs arbitraires de y, y',.., y-t, Donc tous les coefli- 
cients de cette expression sont nuls et l’on a identiquement R, = R. 

La relation se réduit alors à Q[B(y)] = Q.,[B(y)]. Celle-ci ayant lieu 
B (y) restant arbitraire, or aura identiquement Q = Q,. 


Remarque. — Les calculs de la division symbolique pourraient aussi 
se faire, comme ceux de la division algébrique, en déterminant successi- 
ment chaque terme du quotient. Formons d’abord la différence 


A5 
UE D PU EC CoÿtE Cp RE 


[0] 


Ce sera un polynome d’ordre p < m, car le terme en y” disparaît. Si 
C(y) est d'ordre < n, la division est terminée et ce polynome est le 
reste. Dans le cas contraire, on formera une nouvelle différence d'ordre 


q <pP 
Co 
QUI ES BP (y) = D (y) = Doÿ2 + D,y2 “1 + … 
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et on continuera ainsi de suite jusqu’à ce que l’on arrive à une différence 
R(y) d'ordre < n. Ce sera le reste. Le quotient Q (B) sera donné par la 
formule 
Ao Co Ds 
Q(B) na B Br J- 5, P? Mir LR SE à 

156. Solutions communes à deux équations. — Les solutions com- 
munes aux deux équations À (y) = 0 et B(y) = 0 d'ordres met n res- 
pectivement (m > n), sont celles d'une équation linéaire et sans second 
membre d'ordre  n, que l’on peut former par un calcul analogue à 
celui du plus grand commun diviseur de deux polynomes algébriques. 

En effet, divisons A par B et considérons l'identité 


A (y) = Q[B(y)] + R(y). 


On en conclut que les équations À = 0 et B — 0 d’une part, les équa- 
tions B — 0 et R — 0 d'autre part, ont les mêmes intégrales communes. 

Si À — 0 admet toutes les intégrales de B = O0, il faut donc que R 
soit identiquement nul (ou A divisible par B), sinon R, qui est d'ordre ar 
ne pourrait être annulé par l'intégrale générale de l'équation B — O, qui 
est d'ordre n. Réciproquement, si R est identiquement nul, les solutions 
communes seront données par l'intégrale générale de B = 0. 

Si R n'est pas identiquement nul, nous sommes ramenés à chercher 
les intégrales communes à B et à R. Nous divisons B par R, ce qui 
fournit un nouveau reste R, et ainsi de suite, Comme les ordres des 
restes vont en décroissant, l’opération ne peut se poursuivre indéfiniment: 
on arrivera donc à un premier reste R, divisant exactement le précédent 
et, par suite, tous les autres. Ce reste R, est le polynome symbolique 
de l’ordre le plus élevé qui divise à la fois A et B, il peut s'appeler le 
plus grand commun diviseur de À et de B. Les solutions communes aux 
deux équations À — 0 et B — 0 sont fournies par l'intégrale de R, = 0. 

Les deux équations À — 0 et B = 0 ont toujours y = 0 comme inté- 
grale commune, en d’autres termes, les deux polynomes A et B sont 
toujours divisibles par y. S'ils n'ont pas d’autre diviseur commun, on 
peut dire qu'ils sont premiers entre eux. Dans ce cas, les deux équations 
A = 0 et B — 0 n'ont pas d’autre solution commune que y = 0. 


$ 2. Équations linéaires avec second membre. 
Abaissement de l’ordre des équations linéaires. 


15'7. Équations avec second membre. Forme de l'intégrale générale, — 
L'équation linéaire non homogène ou avec second membre, ou encore 
complète, contient un terme X indépendant de y et de ses dérivées. 
L'équation d'ordre n se ramène donc à la forme 


(1} [QYy) = 


— ATT — 


où f{y) désigne, comme précédemment, le polynome symbolique 


ÉQY) = y + Xy He LH X,y 
On a le théorème suivant : 


L'intégrale générale de l'équation comptète est la somme d'une inté- 
grale particulière de cette équation et de l'intégrale générale de lP’équa- 
tion sans second membre. Il n'y a pas de solution singulière. 


En effet, soit y, une intégrale particulière de l'équation (1); on 
aura f(y,) = X. Substituons à y une nouvelle inconnue 3 par la relation 
y = y, + 3. L’équation (1) deviendra 


Fi +2) = fi) + f(e) = X. 
Elle se réduit à f(x) = 0. Donc x est l'intégrale générale de l’équa- 
tion sans second membre. Gelle-ci n’ayant pas de solution singulière, 
l'équation (1) n’en a pas non plus. 


Le théorème précédent fait connaître la forme de l'intégrale géné. 
rale de l'équation complète. Il ramène la détermination de cette inté- 
grale à l'intégration de l’équation sans second membre et à la recherche 
d’une intégrale particulière de l'équation complète. C’est une méthode 
d'intégration qui peut être utilisée dans des cas particuliers. Nous en 
verrons des exemples au paragraphe 4. Mais le théorème général pour 
l'intégration de l’équation avec second membre est le suivant : 


158. Intégration de l’équation linéaire avec second membre. — L'in- 
tégration de l'équation linéaire complète d'ordre n se ramène à celle de 
l'équation sans second membre et à n quadratures. 


Ce résultat s'obtient immédiatement en se reportant aux formules 
du numéro 154. Soit l'équation f(y) = X. Multiplions-la par le multi- 
plicateur w#*-t: W, Il vient, par l’idendité (12) de ce numéro, 


di) DÉLAI SEU T AP RS het nt DEA AC 
W AE fe 
et, en intégrant, 

NA NA n—2 ,Nn—2 it UE 
DÉRDNEN En EU EE PUR W 


Multiplions respectivement par w,,u,,... u, les n relations comprises 
dans la précédente pour à — 1, 2,.,. n, et ajoutons membre à membre. 
12 
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Le coefficient de y sera W, ceux de y', y. seront nuls. Il viendra 
donc, en supprimant le facteur commun W qui n’est pas nul, 


n ps 
(2) JE Su, wW X dx. 
C'est la formule générale d'intégration de l’équation avec second 
membre. L'intégrale s'obtient, comme on le voit, par n quadratures, 
quand les fonctions w et, par suite, les fonctions W et w sont connues. 


Remarque T. — Le théorème du n° précédent peut se déduire de 
cette formule, car, si l’on détache, dans chaque terme, la constante 
arbitraire GC; comprise dans l'intégrale indéfinie, l’ensemble des termes 
renfermant des constantes sera Ÿ C,u,, ce qui est l'intégrale de l’équa- 
tion sans second membre. La formule se réduit aux termes restants 
en annulant les constantes GC; ; donc ces termes forment une inté- 


grale particulière de l'équation complète. 


Remarque 11. — Si, au lieu de multiplier les équations par u,,&,.. un 
avant de les ajouter, on les avait multipliées par ur, uË,., mon 
aurait obtenu, pour k — 1, 2... n —1, 


n—1 
TUE ur _- X dx. 

159. Méthode de Lagrange (variation des constantes) et méthode de 
Cauchy. — On peut présenter sous différentes formes les calculs à faire 
pour obtenir l'intégrale générale de l'équation complète, connaissant celle 
de l'équation sans second membre. Il y a deux méthodes qui méritent 
particulièrement d’être signalées ici : ce sont celles de la variation des 
constantes arbitraires (Lagrange) et celle de Cauchy. Ce sont d’autres 
raisonnements qu’au n° précédent, mais en réalité les calculs sont les 
mêmes, à fort peu de chose près. 

Nous désignerons dans ce n° par w{x), au lieu de X. le second membre 
de l'équation linéaire. Soit donc à intégrer l’équation complète d'ordre » 


(8) [{y) = +(x), 
connaissant l'intégrale générale 
n 
(4) y = Ci Æ Cou Hs Cru, — Fe Ca 
de l’équation sans second membre, 


1° Méthode de la variation des constantes. — Soient y l'intégrale de 
l'équation (3) et C;, G,... C, des fonctions de x, définies par le système 
linéaire (de AO W différent de O0) 


n n n A 
(5) y = > Cyus, y! — À Crus, .. y I = > Cu: 
1—1 —1 i=1 


où les dérivées de y ont donc la même forme que si les C étaient con- 
stants. 

Exprimons d’abord que y est l'intégrale de (3). Il faut dériver la der- 
nière équation (5), ce qui donne 
dC: 
nee 


n=ECu +HEu E. 


et porter ces valeurs de y, y', .… y" dans (8). Il vient, /{w;) étant nul 
POUR L 10.0, 
dC; 
> REAISATE Hs 
(6) F Va dé p(x). 

Donc l'intégrale cherchée y et les fonctions G,, C,,... CG, sont définies 
par les équations (5) et (6). 

D'autre part, le système (5) peut être remplacé par la première, 
y = Z Cu, de ces équations, jointe au système 
! dC; 


Re — n—2 
— 0 nu dx 0, nr 


dC; 
dax 


? 
en vertu duquel les dérivées successives de y ont la forme (5). 

Mais les équations (6) et (7) forment un système d'équations linéaires, 
résoluble par rapport aux dérivées des fonctions G. On en tire les valeurs 
de ces dérivées en fonction de x, ensuite les valeurs des fonctions C par n 
quadratures. L'intégrale générale cherchée s'obtient en portant ces 
valeurs dans y = 2 (u. 


20 Méthode de Cauchy. — Soit « un paramètre arbitraire ; détermi- 
nons les constantes G de l'intégrale générale (4) de j{y) = 0 par le sys- 
tème d'équations, linéaires par rapport aux lettres C, 


y = 0, y! = 0... y? = 0, y = pa), 


d’où l’on tire les valeurs des constantes C en fonction de «. Portons ces 
valeurs dans y — X Cu ; nous obtenons y = ÿ(x, a). Je dis que l'inté- 
grale définie 


æ 
1— | (x, 0) da 
Lo 


est une solution particulière de f |y) = o(x). 
En effet, on a, par hypothèse, 
Ya, «) = 0, (UE CRCNENIRSS pn—?(a, a) = 0, Y?—{(a, a) = p(a). 
Or «, étant quelconque, peut être remplacé par toute autre lettre, On 
a donc aussi : 
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Ya, &) = 0, 4, æ&) = 0, … g—2{æ, æ) = 0, Ye (æ, æ@) = (x) 


Différentions (n — 1) fois I en tenant compte de ces relations, il vient 


ET Ce mie f A nf Ni 0° æ). 


Rage On AVEZ 


Substituons ces valeurs dans f (1) et observons, que d(æ, «) étant une 
intégrale de f(y) = 0, on a (4) — 0 ; il vient (C. Q. F. D) 


e [ © flé)da + o(e) = v(a). 


L'intégrale générale de l'équation complète s’obtiendra en ajoutant I 
à l'intégrale de /{(y) = 0. Elle sera donc 


y = 3 Cu + (yo, à) de 


160. Cas général où l'équation sans second membre s'intègre par des 
quadratures (1). — Si l’on connaît n solutions indépendantes u,, u:... un 
de l'équation linéaire sans second membre d'ordre n + 1 


YRHXYt + ee + Kapy = 0, 
l'intégration s'achève par n + 1 quadratures. 
En effet, le théorème de Liouville fournit une intégrale première 


par une quadrature. Il vient, en changeant n en n + 1 dans la formule 
du n° 153, 


Wu, Use Un y Y) = efrar 
C'est une équation d’ordre n avec second membre. Pour ramener 
le coefficient de y” à l’unité, il faut diviser l'équation par W{u., Use Un) 
que nous désignerons simplement par W. Cela fait, l'intégrale générale 
est fournie par la formule (2) du n° 158, qui devient (le sens des nota- 
tions w?—1 n'étant pas changé) 


n wi" dx Lu ax 
(7) Sr: Zu NUE 


ce qui comporte » nouvelles quadratures. 


161. Application à l'équation du second ordre. — L'équation linéaire 
et sans second membre du & ordre, s'intègre par deux quadratures 
quand on en connaît une solution particulière u.. 

Soit l'équation | 
| Y' + Xy + X:y = 0. 


(?) Remarquons que l'équation complète s'intègre toujours par quadratures 
en même temps que l'équation sans secona membre (n° 158). 


AB —- 
L'intégrale première de Liouville (n° 133) est 


Wu, y) = u? D _ IAE 
1 


et il vient, par une nouvelle ne. 
de 


En particulier, si X, —0, l’exponentielle se réduit à une constante C. 
Par conséquent, si #, est une intégrale particulière de l’équation 
y! + Xy + 0, l'intégrale générale sera 


du 
(9) y = Cu fe 


162. Methode d'abaissement de d'Alembert. — I. Si l’on connaît une 
intégrale particulière u,, autre que 0, de l'équation d'ordre n linéaire et 
sans second membre fly) = 0, l'intégration se ramène à celle d’une 
équation de même nature, mais d'ordre n — 1, et à une quadralure. 


En effet, changeons d’inconnue par la relation 
y — U; Z. 
Les dérivées y, y’... se calculent par la formule 
YP = BU? + pa UP He Lau, VE Bree Fi 

Portons ces valeurs de y, y',.…. y" dans f(y) — 0. Le coefficient de 
z" sera 4, celui de x sera f{#,) qui est nul, de sorte que le terme en z 
disparaîtra. Donc, si l’on désigne par les lettres Z des fonctions con- 
nues de x, l'équation en z sera 


(10) UT HZ RE LH Zn ar! = 0. 
Mais cette équation linéaire sans second membre se réduit à l’ordre 


n — 1 en prenant z' pour inconnue. Connaissant z', on obtient x par 
une quadrature, et l'intégrale cherchée sera y = u,2. 


IT. Si l’on connaît p (p <n) solutions de l'équation f(y) —0 d'ordre n, 
on en déduit p — 1 solutions indépendantes (done autres que 0) de l’équa- 
tion en z' qui précède (10). 


En effet (2e). (e ze), .(æ) sont des solutions de cette équa- 


tion, entre lesquelles n'existe aucune relation à coefficients constants 
(non tous nuls) de la forme 
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[ ! | 
4 (2) +4 (+0 (50 


car, en intégrant et en désignant par «, une nouvelle constante, on en 
déduirait 


Us u 
ae) + Go + An (a) Sr TT dj, d’où &iu; + Fe + Xp Up == 0. 
1 1 


et les solutions de f{y) = 0 ne seraient pas indépendantes. 


Donc, en appliquant la proposition I à l’équation (10) en z', on peut 
abaisser son ordre d’une unité et l’on connaîtra, par la proposition I, 
p — solutions indépendantes de l'équation d'ordre n — 2 ainsi ob- 
tenue. Celle-ci à son tour se ramènera à une équation d'ordre n — 3, 
dont on connaîtra p — 3 solutions indépendantes. On peut continuer 
ainsi de suite jusqu’à ce que l’on arrive à une équation d'ordre n — p. 
D'où la proposition suivante : 


HI. Si l'on connaît p (p<n) solutions indépendantes de l'équation 
f{y) — 0 d'ordre n, l'intégration se ramène à celle d’une équation 
linéaire sans second membre d'ordre n — p et à des quadratures. 


Nous allons préciser ce théorème dans le n° suivant et, en même 
temps, en donner une autre démonstration, qui va plus au fond des 
choses. 


163. Théorème général sur l’abaissement de l’ordre des équations 
linéaires. — Si l’on connaît p (p<n) solutions indépendantes de l’équa- 
tion d'ordre n, linéaire sans second membre, l'intégration se ramène 
à celle d'une équation linéaire sans second membre d'ordre n — p et à 
pin — p) quadratures distinctes. 


Soit (y) — 0 cette équation d'ordre x ; désignons par w;,, %o,... Up 
les p intégrales connues et formons l'équation différentielle d'ordre p 
g(y) = 0 
qui a pour intégrale générale Cu, + Ogus + ++ + Cnw . Le polynome 
symbolique w(y) ne diffère du wronskien 
Wu, Ugyeee Up; y) 


que par un facteur, fonction de æ, que l’on peut choisir à volonté. Puis- 
que /{y) — 0 admet les intégrales de #{(y) = 0, le polynome j'est divi- 
sible par + (n° 155) et si l’on désigne par Q{e) un polynome de degré n—p, 
qui s'obtient par la division, on a l'identité 


fly) = Q[e(y)] 
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L'’équation /(y) = 0 se décompose donc en deux autres : 


g(y) Es Q(z) — 0 


La seconde est une équation linéaire sans second membre d'ordre n—p, 
qui détermine z avec n —p constantes arbitraires. La première est 
une équation linéaire d'ordre p, avec second membre, mais on connaît 
l'intégrale générale de l’équation sans second membre, cette équation 
détermine donc y par p quadratures, quand z est connu. Toutefois, 
comme z entre en facteur dans chacune des p fonctions à intégrer et 
que z est linéaire par rapport n — p constantes arbitraires, chaque inté- 
grale se décompose en x —p autres multipliées par ces constantes et 
qui doivent, par conséquent, se déterminer séparément. Il y aura donc 
en tout p{n — p) quadratures distinctes à effectuer. 


Remarques. I. Si l'on connaît n — 1 solutions indépendantes de l’équa- 
tion sans second membre d'ordre », l’ordre n — p se réduit à 1 et l’inté- 
gration se fait par des quadratures, résultat connu (n° 160). 


II. Si l'on connaît pip<n) solutions indépendantes de l'équation 
sans second membre d'ordre n, l'integration de l’équation complète se 
ramène à celle d'une équation sans second membre d'ordre n — p et à 
pin — p) + n quadratures. En effet, il reste x quadratures à faire quand 
on a intégré l’équation sans second membre. 


III. Les nombres de quadratures dont il s’agit dans ces théorèmes sont 
relatifs aux équations de la forme la plus générale. Si l’on considère des 
équations de forme spéciale, par exemple des équations où X, est nul, 
certaines de ces quadratures sont immédiates et leur nombre peut se 
réduire, Nous l'avons déjà observé pour l’équation du second ordre n°(161). 


8 3. Multiplicateurs des équations linéaires. 


164. Multiplicateurs. — Considérons l’expression symbolique 


(1) HS EE À 7 et 


Un multiplicateur de f{y) ou un multiplicateur de l'équation f(y) = X, 
est un facteur p, fonction de æ seul, tel que le produit p. /{y) soit la 
dérivée d’une fonction de æ, y, y! y" et cela quel que soit y. 


Il existe toujours des multiplicateurs et ce sont les intégrales d'une 
équation linéaire sans second membre d'ordre n. 


En effet, considérons l’intégrale indéfinie. 


fer de — [re (ur + Kart + x 
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Transformons-la paï intégration par parties, de manière à ne plus 


avoir de dérivée de y sous Le signe f On a 
fe Xe y'dæ = Xp Jin fe Xn-1) y da. 


J BXny do —pXn y" — (0 Xn-+)'y + fu Xn_+)"y da 


e 


Par la substitution de ces valeurs, il vient, Q désignant la somme des 
termes intégrés, 


; Je fly) de = Q + fv Xe (ue Xe) Le LEE 


Q = pyrt Lux, — pipes +... 


Donc, pour que p soit un multiplicateur, il suffit que u vérifie l’équa- 
tion linéaire d'ordre n 


(3) pe fu XP He + (ju Xy = 0. 


Réciproquement, tout multiplicateur doit vérifier cette équation, sinon, 
comme on le voit en dérivant l'équation (2), l'expression y [u X'— 


(u X»_1)' + +], qui est encore sous le signe au second membre serait 


la dérivée d’une fonction de x, y, y',.., ce qui est impossible, car elle 
ne contient pas de dérivée de y. 


165. Equation adjointe. — L’équation des multiplicateurs ou l’équa- 
tion (8! s'appelle l'équation adjointe de f (y) = 0. Il existe une complète 
réciprocité entre ces deux équations. L'équation [(y) = 0 est réciproque- 
ment l'adjointe de l'équation (3), c'est-à-dire l'équation de ses mulpli- 
cateurs 


En effet, si y est une intégrale de /(y) — O, la relation (2) devient 
fr [u Ka — (u Xn_4)' + ++] do = — 0, 


où est une fonction explicite de p, u',.… Donc y est un multiplicateur 
de uXy— (uX»_41) + +, ce qui prouve la proposition, 


166. Théorème. — Les intégrations complètes de deux équations 
adjointes sont deux problèmes complètement équivalents, 


En effet, supposons qu’on connaisse » solutions indépendantes 
Us Us... Un de l'équation {y} = 0 ; on obtient #7 multiplicateurs, donc n 
solutions de l’équation adjointe, par les formules (n° 154) 


n—1 —1 A - 
Un 7,44 Un 


ee == W , Do = W ge. En —= wW ° 
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Il reste seulement à montrer que ces multiplicateurs sont linéairement 
indépendants. Supposons, par impossible, que ces multiplicateurs ne 
soient pas indépendants ; on aura une identité de la forme Zaswit = 0 
où les « sont des constantes non toutes nulles. Ajoutons alors toutes les 
identités (12) du n° 154 respectivement multipliées par a; ; il vient, quel 
que soit y, 


D HT BRUT ce ve + yÈE a 120 


ce qui ne peut subsister que si toutes les sommes Z sont nulles. On aurait 
donc, pour des valeurs non toutes nulles des a, le système d'équations 


_. Le ps NA — 
Zaw, = 0, Eau, = 0,.., Zanot1 — 0, 


ce qui est impossible, car le déterminant des quantités w, qui est l'ad- 
joint de W et est égal à W*-1, n’est pas nul (W ne l’étant pas). 


16'7. Théorème. — Si l'on connaît p(p<n) multiplicateurs linéaire- 
ment indépendants d'une équation linéaire d'ordre n, avec ou sans 
second membre, on peut abaisser l'ordre de l'équation de p unités sans 
que l'équation cesse d’être linéaire. 


Considérons une équation d’ordre » 
(4) pe EX gt ee + Xny = X. 


Multiplions-la par un multiplicateur y; et intégrons. Le premier mem- 
bre s'intègre exactement et l’on obtient une intégrale première de cette 
équation, qui sera de la forme 


(5) POUCES CUP TEE [ piX da. 


Le premier membre de (5) n’est autre chose que l'expression Q du n° 164, 
Les lettres a;, b;, C;,... sont des fonctions connues de æ, ayant pour 
valeurs, d’après la formule (2) de ce numéro, 


au, G=mh—e  G—mk— (HA) +. 


Si l'on connaît p multiplicateurs pr, H2,... Mp, ON obtient ainsi p inté- 
grales premières, comprises dans l'équation (5) pour i = 1, 2.., p. Ges 
intégrales premières sont distinctes, c’est-à-dire qu'elles forment un 
système d'équations résoluble par rapport à y-t, y#?,... y ?. En effet, 
le déterminant des coefficients de ces inconnuës dans ce système d’équa- 
tions est 


! [A] 

Ho fours A Ua Ha Ua je 
! 11 
Ho Be Be 


C2 L1 L] 
| | e. + L] L e e [1 | 


> He Xi —U 
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C’est un wronskien qui ne s’annule pas, puisque mu, b,,... t Sont, par 
hypothèse, linéairement indépendants. 

En résolvant le système par rapport à y*?, on obtient une équation 
linéaire d'ordre n — p pour déterminer y. Le théorème est ainsi établi. 


Remarque. — Le théorème précédent fournit une nouvelle démon- 
stration de celui du n° 162 relativement à l’abaissement de l’ordre d’une 
équation linéaire sans second membre d'ordre n, dont on connaît p inté- 
grales linéairement indépendantes. Ces p intégrales sont des multiplica- 
teurs de l'équation adjointe ; l'ordre de celle-ci peut donc s’abaisser de » 
unités. Ceci fait, l'intégration de l’adjointe et, par conséquent, l’intégra- 
tion de l'équation proposée (n° 166) ne dépendent plus que de l'intégration 
d'une équation d'ordre nr — ». 


S 4. Intégration des équations linéaires 
à coefficients constants. 


168. Caractère algébrique du problème. — L'intégration des équa- 
tions à coefficients constants avec et sans second membre dépend 
étroitement de deux problèmes d’algèbre : 4° La détermination des 
racines d’un polynome ; 2 la décomposition d’une fraction rationnelle 
en fractions simples. Pour mettre cette dépendance en pleine lumière, 
il importe de définir et d'étudier les symboles d'opération avec le 
signe de dérivation D. 


169. Opérations définies par des polynomes en D. Sommes et produits 
d'opérations — Soient 4;, 4,,.. des coefficients constants, D le signe de 
dérivation par rapport à æ. Posons 

41 D) = Dr 000 LEARN EEE 

L'expression f{D) est un symbole d'opération, dont le sens s’inter- 
prète immédiatement en convenant que si y désigne une fonction de 
x, on a 

| fD)y = Dry + a D y +... + any. 

On remarquera que, dans le cas particulier où f(D; = 1, on a 

ND)y = y. Donc, dans ce cas, f(D) désigne une opération d'effet nul. 


Les symboles opératoires à coefficients constants tels que (1), jouis- 
sent de propriétés qui les rapprochent des polynomes algébriques. 


10 Sommes d'opérations. — En premier lieu, si AD) et (D) sont 
deux polynomes symboliques et qu’on représente par f{D) + fi(D) leur 
somme effectuée, on a, par les propriétés des dérivées, 


Dig 
fD)y + AD}y = D) + AD). 
Donc l'opération (D) + f(D) peut s'appeler la somme des opérations 
f(D) et f\(D) et les sommes ainsi définies jouissent des propriétés des 


sommes algébriques. En particulier, l'opération f(D) est la somme des 
opérations définies par chacun de ses termes. 


90 Produits d'opérations. — Gonsidérons d’abord un certain nombre 
de symboles linéaires D + a, D + b,... D + l. Nous pouvons définir 
l'opération 

(2) (D +1). (D +b)(D + a) 
en convenant qu'on opère d’abord avec le facteur (D + a), puis sur 
le résultat avec (D + b) et ainsi de suite. Or, en effectuant ces opéra- 
tions, on constate immédiatement qu’on obtient le même résultat que 
si l’on avait exécuté l'opération unique, définie par le produit algé- 
brique (D + {) … (D + a) préalablement effectué. 

L'opération (2) peut donc s'appeler le produit des opérations définies 
par chaque facteur et ce produit est indépendant de l’ordre des fac- 
teurs. Si le produit se compose de m facteurs égaux D + a, on le 
représentera donc par (D + a)” comme en algebre. 

On définirait d’une manière analogue l'opération 


f(D) (D) (D) … 


composée de facteurs de degrés quelconques. On verrait que celle-ci 
aussi est indépendante de l’ordre des facteurs. Gette propriété résulte 
d'ailleurs de ce que chaque polynome /(D) peut, par les règles de lal- 
gèbre, se décomposer en facteurs linéaires, ce qui ramène au cas pré- 
cédent. Nous reviendrons sur cette décomposition dans le n° suivant. 


170. Décomposition des polynomes en facteurs et des fractions ration- 
nelles en fractions simples. Formules symboliques qui s’en déduisent. — 
4° Décomposition en facteurs. Considérons l’équation algébrique de 
degré n (D étant considéré comme une quantité) 


fD) = D? + a, Dr +... + an = 0. 
Cette équation admet toujours n racines qui peuvent être égales ou 
distinctes, réelles ou imaginaires. Nous représenterons les racines : 
différentes par 7, s, t,.…. leurs ordres de multiplicité respectifs par 


À, ua, v,.. Connaissant ces racines, on connaît aussi la décomposi- 
tion de f{D) en facteurs linéaires. On à 


(8) fD) = D— r)} (D — s) (D — 1". 
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Considérons maintenant f(D) comme un symbole d'opération et 
rappelons-nous les résultats du n° précédent. Nous voyons que l’opé- 
ration D) peut se décomposer en une suite d'opérations consécu- 
tives, définies par un seul des symboles D — r, D — s,.. et effectuées 
dans un ordre arbitraire. 


20 Décomposition en fractions simples. — La décomposition de f(D) 
en facteurs se faisant par la formule (3), celle de 1 : (D) en fractions 
simples se fera par la formule 

ONE À, A B, 


à) ——— — —— + ee à —— +... 
ES pes pe jee HE nt De 


où A,, A,,... B,,... sont des constantes réelles ou imaginaires, que 
nous avons appris à calculer (Tome I, n° 106 et 107). 
Représentons par 


D) f(D) f(D) 


(Dr (D En INEDES RS 


les polynomes respectivement obtenus en supprimant dans /(D) un 
facteur (D — r), deux facteurs (D — r),.. un facteur (D —s), etc., et 
mettons l'identité (4) sous la forme 


mb) fD) D) f(D) 

(D TEA? D; A Dr ND INR 
Dans cette nouvelle relation, chaque terme du second membre est 

un polynome et peut être considéré comme le symbole d’une opéra- 

tion à effectuer. La formule (6) montre que la somme des opérations 

définies respectivement par chaque terme du second membre, est une 


opération d’effet nul. Gette formule nous sera très utile. 


171. Définition des équations linéaires à coefficients constants. 
Equation caractéristique. Equations simples. — L’équation linéaire à 
coefficients constants est du type 

Day + a, Dry +... + at Dy + any = ox) 

Les coefficients a,, 4, sont supposés constants ; la fonction (x) 
est le second membre de l’équation. 

Posons, comme précédemment, 

fD) = Dr + a, DE... + an; 


l'équation prendra la forme abrégée 
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fD)y = ?(&). 


Si o(æ) est nul l'équation sera sans second membre. 


L'intégration de cette équation dépend, comme nous le verrons 
(n° 176), de la résolution algébrique de l’équation 


f(D) = 0, 


que l'on appelle l'équation caractéristique. 


Lorsque l’équation caractéristique est du premier degré ou encore 
a toutes ses racines égales, l’équation linéaire prend la forme 


D—ry=sia À>1) 

L'intégration des équations de la forme générale se ramène à celle 
des équations de cette forme particulière, par une formule de réduc- 
tion qui correspond à la décomposition des fractions rationnelles en 
fractions simples. C’est pourquoi nous dirons, par analogie, quoique 
ce soit un terme nouveau, que les équations de ce dernier type sont 
des équations simples. 


172. Représentation symbolique des intégrales. — Etant donnée 
l'équation linéaire 
nous conviendrons de représenter son intégrale générale par le sym- 
bole, obtenu en résolvant algébriquement l’équation, 
| a 
ADN 
En particulier, l'intégrale générale de ation sans second mem- 
bre fDjy — 0 se représentera par 


1 D 


et celle de l’équation simple (D — r) y = o par 


y =? (Dr) "9 
(De) 


ce qui donne un sens au symbole DA — r) avec un exposant négatif. 

D'après cette UE le signe D À est le symbole de À Dannre 
consécutives. En effet, Did © étant l'intégrale générale de D: — P on 
aura 
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=D += [f... fous 


173. Formule symbolique fondamentale, — Soient r une constante 
et y une fonction de x ;on a 


De rty = et Dy — ee ry = ere (D — r)y. 
Dans cette relation, remplaçons y par (D — r\y ; il vient 
D.e-72(D — r}y = e 72 (D — r}y 
et, en vertu de la relation précédente, 
D°.e7%y = 672 (D — r}y. 
Remplaçons encore y par (D — r)y et continuons ainsi de suite. Il 
viendra, après À opérations, 
(6) D} EU et ny 


C'est la formule que nous voulions établir. 


La formule (6) n’est encore démontrée que si À est positif. Nous 
allons montrer que, par les définitions du n° précédent, cette formule 
subsiste si À est négatif. | 

En effet, éliminons y de cette formule, en posant 

y=(D—r) le, d'où (D—ry—: 
nous obtenons 
Der (D — 1} lo = eve, 
ce qui, par définition de Dr , revient à 


(7) ere (D — 7 hp = Dh ere 


C'est précisément la formule (6) avec À négatif. 


Généralisation de la formule (6). — Désignons par /(D) le polynome 
Dr + a,D*-1 +... on peut appliquer la transformation (6) à chaque 
terme D*.e-”*y,... de l’expression f(D).e-"*y. On obtient ainsi 


Degree Dr 
ou, en changeant — r en a, 
(8) fD).e7y = ef) + ay. 


174. Intégration des équations simples. — Equation sans second 
membre. Considérons d’abord l’équation 
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(9) (D—r) y =0; 
en la multipliant par e—7# (qui n’est ni nul ni infini) et en la transfor- 
mant par la formule (6), elle devient 
DA .e—r# y = 0. 
Donc e—”# y est un polynome arbitraire de degré < À. Nous le désigne- 
rons par P,_,. Son développement contient À constantes arbitraires : 
Re — Co + C,æx +. + Ce, gt. 


L'intégrale générale de l'équation (9) sera donc 


(10) == == BE ee 


Ce résultat pouvait aussi se tirer de la formule (7) en opérant 
comme nous allons le faire maintenant pour l'équation complète. 

Equation avec second membre. Soit l'équation 

(Dr y=ex), d'où  y—(D—r) #9. 
Tirons le valeur de (D — 40 de la formule (7) ; il vient 
+ ï 5 Æ eræpÀ CAE 
ISIN 

Cette formule ramène le calcul de y à À quadratures ; elle peut 

s’écrire, d’après le sens attaché à DÀ, 


(11) y — | [ ce ferrretaideÀ. 


Remarques. — 1. Gette intégrale est la somme d’une intégrale particu- 
lière et de l'intégrale générale de l’équation sans second membre. 
Pratiquement, pour calculer y, on effectuera les quadratures sans 
introduire de constantes, ce qui donnera une intégrale particulière et 
on lui ajoutera le produit de e” par un polynome arbitraire de 
degré < À, ce qui est l’intégrale de l'équation sans second membre. 


Il. Si l'équation est du premier ordre, elle est de la forme 
(D a r)y œr o(x), 


on aura une intégrale particulière, en posant 


ef errytoe 


To 
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mais il sera souvent plus avantageux d'écrire, au lieu de cela, 


(19) y= l'en (pat. 


Lo 


[IT. La formule (11) ne doit pas être considérée comme la solution 
définitive du problème. Si À est élevé, les quadratures successives 
donnent lieu à des calculs inutiles et on aura avantage à se servir des 
formules du n° suivant, dont la première (13) généralise la formule (12). 


1775. Réduction de la formule d'intégration des équations simples. — 
Soit encore l’équation 


À 
D — 7) y = (x). 
On obtient une intégrale particulière u A de celte équation par la 
formule 


2m nÀ—t 
(13) u sie (éjerte—t) dt 


où &o est une constante qu'on peut choisir à volonté. 


Cette formule subsiste pour À — 1 et se réduit à la formule (12), en 
convenant de faire O ! — 1. Démontrons-la. 
Servons nous de l'identité (6) du n° 173, mise sous la torme 


(D — ru = er®D .ue-rz; 


il viendra d’abord, si À — 1, 
ba 
(D — ru, — erDe |. p()eridt = p(æ). 


Ensuite, si À est > 1, la dérivée de l'intégrale par rapport à sa limite 
supérieure æ est nulle et il suffit de dériver sous le signe f ; il vient 


À—1 
PE GR CEE à 
(D—r)u) == € [De rrtde ridt = Li 0, 
et ainsi, de proche en proche, 
À — / 
Dr) = (D — 7) ho, = = (D —rhe = p(o). 


C’est ce qu’il fallait prouver. 


Expression de l'intégrale générale. — Elle s’obtient en ajoutant à u 
l'intégrale générale de l'équation sans second membre. Elle sera donc 
(n° 174) | 


| À1 
CORP te 
Lo (A— 1! 
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C’est l'expression la plus commode de cette intégrale. 


Remarque. — Cette formule peut se ramener à À quadratures sépa- 
rées. En effet, si l’on développe P;_, et (x —i) Li , on voit que le coef- 
ficient de mr e"® dans la formule est (p < À) 

Const pete es [ elte-rtérat. 
A —1— 2) æ, 


On peut comprendre la constante arbitraire dans le second terme en 
rendant l'intégrale indéfinie. Faisant cela pour les coefficients de chaque 
puissance de +, l’intégrale générale s’écrira 


11 À—1i—p 


(15) Die 2 Are 1)? Den este  — fotoe-rrord. 


Cette formule ramène l’intégration à À quadratures séparées, conformé- 
ment aux théorèmes généraux. On arriverait au même résultat, mais 
moins simplement, par un nombre suffisant d’intégrations par parties sur 
l'expression (11). Cette formule (15) est ce que devient, tous caleuls 
faits, la formule (2) du n° 158, quand on applique cette formule au 
cas de l’équation simple. 


176. Intégration de l'équation linéaire à coefficients constants et sans 
second membre. — Cette équation est de la forme 


M6) AD}y = (Dr + QD... + an )y = 


L'intégration de cette équation revient à la résolution algébrique de 
l'équation caractéristique f(D) == 


En etfet, connaissant les racines r, s,..,t de cette équation et leurs 
ordres de multiplicité À, p,...v, ou, ce qui revient au même, la décom- 
position de f(D) en facteurs 

A7) AD)=(D—r) (D—s)P...(D—t), 


on peut écrire immédiatement l'intégrale de l'équation (16). Ge sera, 
sauf une transformation indiquée au nc suivant s’il y à des racines 
imaginaires, 


(18) Y=PyN er Q er OR El A 
P, Q,. R désignant des polynomes en x à coefficients arbitraires et 
de degrés marqués par leurs indices, 
43 
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En d'autres termes, l'intégrale générale est la somme des intégrales 
de chacune des équations simples 


(19) D—r)\y = 0, (D —s)"y = 0, (D—6) y = 0. 


Démonstration. — L'ordre des facteurs (D — r) , (D sat 
entrent dans f{D) étant indifférent, l’équation f{D) y — 0 peut s’écrire 
en faisant figurer à volonté l'un quelconque de ces facteurs immédia- 
tement devant y. Donc les intégrales des équations (19) sont des 
solutions particulières de l'équation (16) et l'expression (18), qui est 
leur somme, est une intégrale plus générale de cette équation. Mais, 
de plus, ce sera l'intégrale générale, car nous allons montrer que, 
réciproquement, toute intégrale de l'équation (16) est de la forme (18). 

À cet effet, isolons successivement, dans f(D), les divers facteurs 
(D— 7), (D—7r},... (D —s),.. L’équation (D) = 0 s’écrira sous les 
formes 


on ul 0, lu] 0. m0) PE y]=0.. 


Chacune de ces équations devient une équation simple sans second 
membre en prenant la quantité entre crochets comme inconnue ; il 
vient, en les intégrant, 

DIRE f(D) pe a. 

Dr Pet” Dr Re me 
les polynomes P étant de degrés < à, les polynomes Q de degrés 
< y, Multiplions respectivement ces équations par les constantes 
A,, À:,.. B,.... de la décomposition de 1 : (D) en fractions simples 
et ajoutons-les. Il vient, par l’identité (5) établie au n° 170, 


y = e"TSAP + exEBQ + … 


Comme XAP, 2BQ,... sont respectivement des polynomes de degré 
moindre que À, moindre que x, cette expression est la forme (18). 


Remarque. — L'expression (18) renferme À + nu +... = n con- 
stantes arbitraires, qui sont les coefficients des polynomes P, Q,... 
On reconnaît ainsi, conformément aux théorèmes généraux, que l’in- 
tégrale générale de l'équation sans second membré est la somme de 
n intégrales particulières multipliées par des constantes arbitraires. 
Ces intégrales particulières sont donc linéairement indépendantes, si- 


Ho 


non elles ne fourniraient pas l'intégrale générale. On en conclut que 
si r, s,.…. sont des constantes différentes (réelles ou non), l’identite 


Her + Qu esz +... = 0 


ne peut avoir lieu que si les polynomes P, Q,... sont identiquement nuls (). 


177. Cas des racines imaginaires. — Quand les racines r, $,... ne 
sont pas toutes réelles, l'intégrale trouvée contient des imaginaires, . 
mais elle subsiste, car les règles de dérivation des exponentielles ne 
sont pas changées. On peut, par une transformation, lui restituer la 
forme réelle. 

Nous supposons ici que f(D) est un polynome à coefficients réels, 
de sorte que ses racines imaginaires sont conjuguées deux à deux. 
Soit r = « + Bi et s — « — fi une couple de racines conjuguées de 
l’ordre À de multiplicité. Les termes correspondants de la formule (18) 
peuvent s’écrire, en désignant par P et Q deux polynomes arbitraires 
de degré (À—1), 

Perz + Qesr = eur (Pebir + Qe-P#r),. 


Remplaçons eBiz par cos fix + à sin 6x, e-Biz par cos Br — à sin Br; 
l’ensemble des termes considérés se met sous la forme 


eaæ[(P + Q) cos Êx + à (P — Q) sin fx] 
ou plus simplement, | | 
(20) ex [P,_, cos x + Q)_, sin Êx), | 


car on peut considérer P “+ Q et i (P — Q) comme deux polynomes 
réels (?) arbitraires P,_, et Q)_, de degré À — 1. 


(1) Il est facile de prouver directement ce théorème. Admettons, par impos- 
sible, que cette identité ait lieu pour les valeurs réelles de x, un coefficient au 
moins de chaque polynome n’étant pas nul. D'abord l'identité subsiste pour les 
valeurs imaginaires (car son premier membre est alors une somme de séries 
potentielles qui se détruisent). Soit r celle des quantités 7, s,... qui a le plus 
grand module, ou l’une d'elles s’il y a plusieurs modules égaux. Remplaçons x 
paræ:retfaisons tendre æ vers l'infini positif. Après cette substitution (qui n’al- 
tère pas nos hypothèses sur les polynomes P, Q,...), l'identité prend la forme 


S 
== 
Pe? + Qe” +...—=0. 
Mais les coefficients ne diffèrent tous de À et ont tous des modules < 1 par 


hypothèse, ce qui exige que leurs parties réelles soient toutes < 1. Donc, pour 
æ infini positif, le premier terme Pe® est d'ordre supérieur à tous les autres 
et l'identité est impossible. 

(2) Il suffit, en effet, pour cela, que les deux polynomes P et Q soient con- 
jugués,. 
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Les termes de l'intégrale qui correspondent aux racines conjuguées 
r et s s'écriront donc sous la forme (20) et on opérera de même pour 
les autres couples de racines conjuguées s’il y en a. 

En particulier, si les racines conjuguées r et s sont simples, les 
termes correspondants de l'intégrale générale seront 

(21) e[C, cos Br + (, sin fx] 
ou, ce qui revient au même, 
Ce cos (fx + C'), 


C et C' désignant deux nouvelles constantes liées aux premières 


par les relations G, — G cos C' et C, == — C sin C'. 
178. Exemples d'équations sans second membre. — I]. Les deux 
équations 


(D? + 5D + 6)y = 0, (D? — 2D + 1)y = 0, 
ont pour caractéristiques 
D+2)D+3)=0,, : (D—1}—=0, 
et pour intégrales 
y = Gerir + Ge, y = (G + Gr)”. 
IL. Soit l'équation 
(D# + 8D? + 16)y = 0. 
L'équation caractéristique (D? + 4} == 0 a des racines doubles 
imaginaires + % ; l'intégrale générale sera 
y = (G + Gx) cos 2x + (C, + Cr) sin 2x 
III, Soit l’équation 
(D# + 4af)y = 0. 
L'équation caractéristique 
D£ + 4at = (D? + 242)? — (2aD)? — 
a les racines + a (4 + i); l'intégrale générale sera 
y = Ge cos (ax + C') + Ge-æ cos (ax + C',). 


1779. Intégration par quadratures de l'équation complète à coefficients 
constants. — Connaissant l'intégrale de l'équation sans second mem- 
bre, celle de l'équation complète s'obtient par deux méthodes princi- 
pales : 

1°) Par des quadratures ; 

2°) Par détermination directe d'une intégrale particulière. 
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Occupons-nous d’abord de la première méthode. Elle résulte des 
théorèmes généraux sur les équations linéaires et la formule (2) du 
no 458 est applicable au cas actuel, mais cette formule est incommode 
pour une raison que nous indiquerons au début du n°suivant. Il 
convient donc de traiter le problème directement. 

Soit l'équation avec second membre 


(22) f{D)y = (D — 1) *(D — 5). y = q(a) 
et soit connue la décomposition en fractions simples 
1 Le A, À) B, 


nr tnt png D-9 

Servons-nous de la représentation symbolique des intégrales (n°172), 
je dis que la réduction de l'intégralion de l'équation (22) à celle des 
équations simples, donc à des quadratures (n° 174), se fait par la 
formule de décomposition précédente, c'est-à-dire que l'on a 


A 
__p(t) _ A9 A,® 17 B,o . 
(23) V== per Par +. QU CI 


En effet : 4°) cette expression est une intégrale, car on à, par défi- 
nition des symboles mis entre crochets, 


Dr) 5 pal fre tn 


et, par conséqnent, en effectuant sur y l’opération f(D), il vient 


poly = [a FDL A + le = 0 
car © est soumis à une opération d'effet nul, en vertu de l'identité (5). 

90) L'expression (28) est l'intégrale générale, car, si l’on réunit tous 
les termes renfermant des constantes d'intégration, on forme l'inté- 
grale générale de l’équation sans second membre. Donc cette expres- 
sion est la somme d’une intégrale particulière de l'équation complète 
et de l'intégrale générale de l’équation sans second membre. 


180. Remarques. — 1. La formule (23) rattache les constantes 
A,, A:,.. à la décomposition de 1 : (D) en fractions simples, ce qui 
permet de calculer directement ces constantes par les procédés 
connus. C’est l'avantage de cette formule sur la formule (2) du n° 158. 
Celle-ci conduit à exprimer ces mêmes constantes en fonction de 
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toutes les racines r, 5... de l'équation caractéristique, d’où résultent 
des réductions laborieuses. 


… IT. Pratiquement, pour former l'intégrale générale par la formule 
(23), on cherchera seulement une solution particulière de chaque 
équation simple et on ajoutera à leur somme l'intégrale générale de 
f(D}y = 0. 


III. Si les racines r, s,... ne sont pas toutes réelles, la solution sera, 
en apparence, compliquée de coefficients et d’exponentielles imagi- 
naires, mais ces imaginaires disparaîtront d’elles-mêmes par l'addition 
des termes conjugués, ainsi que nous l’avons vérifié pour l'équation 
sans second membre. 


. IV. Si toutes les racines de f(D) sont simples, la décomposition en 
fractions simples se fait par la formule connue (4. 4e, ne 108) et 
la formule d'intégration devient 


1 
PU _ ? in PURGE ES 


=D) Dr" FD 


Remplaçons chaque terme de cette formule par l’intégrale parlicu- 
lière (12) du n° 174 et ajoutons l'intégrale générale Y de l'équation 
sans second membre, nous obtenons l'intégrale sous la forme pratique 

e er(æ—t) es(x—t) : 
eu nr fe + rat 


V. On obtient, dans le cas général, une formule pratique, analogue à 
la précédente, en remplaçant chaque terme de la formule (28) par l'inté- 
grale particulière (18) du n° 175. 

181. Exemple. — Soit à intégrer l’équation 

(D + a)y = (D + ai) (D — aiy = œ(a). 

Les racines sont r = ai, s = — ai et l'on a f'(D) — 2D ; faisons 

x, = 0 dans la formule (24), elle nous donne 


y “e eax—t) — g—aüx—t) 
y=Y+ [ AT coment 


Remplaçons encore Y par sa valeur, nous obtenons l’intégrale 


y = À cos ax + B sin ax + | p(t) sin aix — t) dt. 
DES 0; ; 11 
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182. Intégration de l'équation complète par la détermination directe 
d'une intégrale particulière. — Quand on trouve facilement une inté- 
grale particulière de l'équation complète, l'intégrale générale s'obtient 
le plus facilement en ajoutant à celle-là l'intégrale générale de l'équa- 
tion sans second membre. Nous allons examiner les principales 
formes du second membre pour lesquelles on trouve directement 
une intégrale particulière. Nous supposerons l'équation mise sous la 
forme 


f(D}y = pl). 


PREMIER cas : o(x) est un polynome P de degré k. L’équation est 
donc de la forme 


fD)y = Pz. 

Si f{D) n’a pas de racine nulle, l'équation admet comme solution par- 
ticulière un polynome déterminé de degré k ; si f{D) a À racines nulles, 
l'équation admet une solution particulière de la forme x” Qx où Qx est 
encore un polynome déterminé de degré k. 


Ces polynomes peuvent s’obtenir par la méthode des coefficients 
indéterminés, ou par le procédé suivant, qui nous servira de démon- 
stration. 

En premier lieu, si f(D) n'a pas de racine nulle, on peut développer 
4 : f(D) suivant les puissances de D par la formule de Maclaurin. 
Arrêtons-nous après le terme d'ordre k ; nous aurons, M désignant 
un polynome ({. 147, n° 90), 


1 M 
A PhD. FhaDr Din, 


d’où l'identité 
À = f(D) (b, +, D +. L bp, D*) + MDATA, 


Le second membre définit donc une opération d’effet nul ; effec- 
tuons-la sur P,, en observant que D##1P4 = 0 ; il vient 


F(DYUbe DD + ve + ba D')Pa] = Pre 


Donc, si (D) n’a pas de racine nulle, on‘obtient une solution parti- 
culière en faisant la somme des termes de degrés < k dans le développe- 
ment de : f (D) suivant les puissances de D et en effectuant sur P; l’opé- 
ration représentée par celle somme Le résultat sera un polynome de 
degré k. 


— %0)— 


En second lieu, si f{D) a À racines nulles, observons que l’on aura 
{(D) — D” f, (D) ; Mettons l'équation sous la forme 


f(D)[D y] = Px 


et prenons D'y pour inconnue. Nous sommes ramenés au cas précé- 
dent. Donc D'y est un polynome «le degré k, qui peut se calculer à 
l’aide du développement de 1 : (D) par la formule de Maclaurin. 
Connaissant DA y, lirons-en une solution y par À quadratures sans 
introduire de constante : cette solution sera de la forme 2 Qu : 

Chaque fois que l’on connaît ou que l’on obtient facilement le déve- 
loppement de Maclaurin sur lequel repose le calcul précédent, cette 
méthode est la plus commode en pratique et, dans les cas simples, 
elle permet même d'écrire à première vue une solution de l’équation. 
Mais, si le développement en question ne s'obtient que par des cal- 
culs minutieux, il sera généralement plus expéditif d'employer la 
méthode des coefficients indéterminés. On Substituera dans l'équation 
une expression de la forme indiquée en laissant indéterminés les 
coefficients du polynome Q;. En identifiant les deux membres, on 
obtiendra un système d'équations linéaires déterminant tous les 
coefficients inconnus, car, comme aucun terme de la solution parti- 
culière cherchée n'entre dans l'intégrale de l’équation sans second 
membre, aucun des coefficients ne peut rester arbitraire. 


DEUXIÈME cas. Si o(x) est le produit d’un polynome par une exponen- 
lielle, l'équation est de la forme 


f(D)y = Pxet?, 
Ge cas se ramène au précédent par la substitution 
— 40%, 

En effet, par la formule (8) du n° (173), on a [(D)y = c?f(D + a)2. 
Donc, après suppression du facteur commun er, l’équation trans- 
formée sera 

f(D a) == Pz 

Connaïissant une solution particulière +, on en déduit une solution 
particulière y. 

TROISIÈME cas. Si w(x) est une somme de termes des types précédents, 


donc si l’équation est de la forme 
f(D)y = Pa + Qr err + 
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on cherchera séparément des intégrales w, v,.… des diverses équa- 
tions 
RU APE fiD}u= Q7 ex. 
et, en faisant leur somme w + v + …, on aura une intégrale particu- 


lière de la proposée. On le constate par l'addition des équations 
précédentes. 


QUATRIÈME cas. Si l'équation est de l'une des formes suivantes : 
É(Dy = Pre cos bx, f(D})s = P; 62% sin bx, 


on peut la ramener aux types précédents en remplaçant les lignes 
trigonométriques par des exponentielles imaginaires ; mais, si les 
données sont réelles, on obtiendra plus facilement une intégrale en 
prenant respectivement pour y et pour z la partie réelle et le coeffi- 
cient de à dans une solution x de l'équation 

[ (D) LE Pzx ela+bi)x 


car cette équation se décompose dans les deux précédentes en 
posant u = y + zi. 


183. Exemples. — Soient à intégrer les deux équations 
(D? + 1)y = cos x, (D? + 1)2 = sin x. 
Nous intégrons d'abord (D? + 1)u = e**. Substituant u — teix il 
vient 
[(D + 5}? 4 11=1, d’où (D + 2i)Dt — 1 
Le terme de degré 0 dans 1 : (D + 2i) est 1 : 2% ; on a donc 


À ; x xeir 


Dis, d’où bon U'— ; 


Les intégrales particulières cherchées y et x seront 


æ Sin + DARCOS R 


DS ANT 


184. Equations d’Euler réductibles à celles à coefficients constants, 
— Elles sont de la forme 


an dn-1 d. 
(25) «” _—. cz mens BE ÉD ane + any = px). 


et elles se ramènent aux coefficients constants en changeant de variable 
indépendante par la substitution | 
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æ = et, dx = etat. 


En effet, soit D le signe de dérivation par rapport à £ ; ayons égard à 
la formule D.e%%u — e%®{D + a)u ; il vient, de proche en proche, 


d L. RGP, ee d 
_ =etDy, ee tD(e-tDy) = e-#D(D — 1)y, 
c'est-à-dire 
dy e d'y 
CN — + — ae 
Fr Dy, 7 HADEr 
et, en général, 
DS DID) (D 2 D PE 
— dax? a 


Qubstituant ces valeurs dans l'équation (25), elle se transforme en une 
autre à cœfficients constants, que l’on peut écrire immédiatement. 
Remarque. — Si l’on considérait l'équation plus générale 


ad" dn—1 
(pæ+ es + a(pæ + 9} —— + + any = p(&), 


on la ramènerait à la précédente en prenant pæ + qg comme variable 
indépendante. 


EXERCICES. 
1. Intégrer les équations suivantes [méthode du n° 182) : 
(D? + D +1)y = sin 2x 
(D# + 2D? + 1) y = «cos ax 
(D? + 4) y = æ sin?x 
(D + 1}$y = e * + a. 
(D + c)"y = cos ax. 


2. Réduire à des quadratures les équations précédentes après y avoir 
remplacé le second membre par une fonction quelconque w(x). Etudier, 
en particulier, le cas où p(x) = æ7!, tgæ, etc. 


S 5. Intégration par les séries de certaines équations 
linéaires du second ordre. 
Équations de Bessel et de Riccati. 


185. Fonction et équation de Bessel. — Soit x un nombre quel- 
conque {non entier, s’il est négatif). Nous définirons la fonction I» de 
Bessel par la série potentielle, convergente pour toutes les valeurs de æ, 


_ fs — 
a “ie 1 
(1) I» = ; a px? ou à p — à DD 0) ECM) 


et nous conviendrons que, si p —=0,ona0!=—1,« = l. 


Cette fonction vérifie une équation différentielle que nous allons former. 
On a 


d _ 


d , k 
de ani gg "In = Ep(n+p)apat "= EP ta =], 


C’est l'équation cherchée, qui peut s’écrire, tous calculs faits, 


x Pa dIh 


Donc I, est une intégrale particulière de l'équation 
(2) œ rt (+) ne dr D: 
que nous appellerons équation de Bessel (\). 


186. Théorème. — L'équation de Bessel ne change pas de forme par 
la substitution 


seulement n change de signe dans cette équation. 
On tire, en effet, de cette relation 


dy OC ARE CNE az 2 dz  nin+ljz 


der de d'art Ve andre do À ant 
et, par la substitution de ces valeurs, l'équation de Bessel devient 
d 
(8) D, +(—n) x = 0. 
Remarques. I. Si æ est négatif, la substitution précédente peut être 


imaginaire, mais la substitution 
A 
par 
sera réelle et conduira à la même équation (8), car la nouvelle valeur 
(4) On prend souvent aussi comme forme canonique de l’équation de Bessel 


les équations (11) du no 191 ou encore FEU HanAurmees que nous ne ren- 
contrerons pas ici, 
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de z ne diffère de la précédente que par un facteur constant. On peut 
donc toujours éviter l’introduction des imaginaires. 

II. Il résulte du théorème précédent que, dans l'étude de l'équation de 
Bessel, il sera toujours permis de supposer x nul ou positif, car, si x 
était négatif, on le rendrait positif par la substitution précédente. 


187. Intégration de l'équation de Bessel quand »* n’est pas un nombre 
entier. — Dans ce cas, l'intégrale générale s'exprime par les fonctions 
de Bessel, 

En effet, I, est une première intégrale particulière de l’équation (2) ; 
1_, est une intégrale particulière de l’équation (38), donc I_,, : æ” est une 
seconde intégrale particulière de l'équation (2) et elle est évidemment 
indépendante de la première, parce qu’elle renferme des puissances 
fractionnaires. L'intégrale générale de l'équation (2) sera donc 


(4) y = Cl +0 


Si æ était négatif et qu'on voulût éviter l’introduction des imaginaires, 
on remplacerait au besoin le dénominateur æ* par (— x)", 


Remarque. — Si n est entier, une des deux séries I, ou [L_, cesse 
d'exister, car tous ses coefficients deviennent infinis à partir d’un certain 
rang. Mais il y a toujours une des deux séries et, par conséquent, une 
des deux intégrales particulières qui subsiste. Dans ce cas, l’intégration 
se ramène aux quadratures par les théorèmes généraux (n° 161). 

Supposons que » soit positif ; c’est alors l’intégrale particulière I, qui 
subsiste et la formule d’intégration sera (n° 161, formule 8). 


da 
n 


Mais cette intégrale peut encore s'exprimer par des séries potentielles, 
moins simples toutefois que celles de Bessel. Nous allons les faire con- 
naître, 


1 88. Nouvelles séries liées à celle de Bessel. — En dérivant I, par 
rapport à #, on forme une nouvelle série potentielle, convergente pour 
toutes les ÉAe de æ et à coefficients rationnels. Nous la désignerons 
par 1, ot l’on aura, a» étant défini par la formule (1), 

co n +? ] 
Rae es LR 5e Xi b = 
(5) fe La, : ag a » À, n 

Considérons, d'autre part, la série potentielle, dépendant de deux 

paramètres e et », 
æ? 
o(æ, n,e) = 1 + 


æ 
MFDE+ I WElm+ AE EINC+2 


‘laquelle se réduit à I, pour € = O. 
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Celle-ci peut être dérivée par rapport à # et l’on trouve, pour £ = 0, 
la série potentielle à coefficients rationnels 


(6) v'(æ,n,0) — À bp æP, by——a $ 
ait 1 


Nous allons montrer que, quand n est entier, l'intégration de l’équation 
de Bessel se fait au moyen des séries (1}, (5) et (6). 


189. Intégration de l'équation de Bessel quand » est nul. — Dans ce 
cas, les deux séries I, ct I_, se confondent Nous avons toujours une 
intégrale particulière [,. Il s’agit d’en obtenir une seconde. 

A cet effet, considérons d’abord l’équation dans laquelle n est une 
quantité positive infiniment petite e. Nous avons les deux intégrales dis- 
tinctes Ie et [_- : æt. Mais nous pouvons remplacer la seconde par la 
combinaison linéaire 


Quand e tend vers 0, celle-ci a une limite finie Yo, qui s'obtient par 
la règle de l’Hospital : 


Et) 


HE nDe [a = | = I, Logæ +2 lo. 


Cette nouvelle intégrale Y, s'exprime done au moyen de la fonction de 
Bessel I, et de la série (5) I!. Elle est évidemment distincte de I, puis- 


qu’elle renferme un logarithme. L'intégrale générale sera 


y = Co + CiŸo. 


Remarque. — Or: a admis, dans cette démonstration, que la limite 
d’une intégrale de l'équation de Bessel où » tend vers O, est une inté- 
grale de cette équation pour n — 0. Ce postulat est une conséquence 
facile à tirer de la proposition V du n° 116. Nous ferons usage, dans le 
n° suivant, d’un postulat analogue fondé sur la même proposition, 


190. Intégration de l'équation de Bessel quand » est entier et > O. 
Si x est un entier différent de O, on peut le supposer positif (n°186). Dans 
ce cas, la série I_, cesse d'exister, mais l'intégrale particulière I,, sub- 
siste toujours. Il s’agit d'en obtenir une seconde. 

Remplaçons d’abord n par n — « (s étant infiniment petit). Les » pre- 
miers termes de I_,,- ne renferment pas le facteur e au dénominateur et 
seront, par conséquent, finis : nous désignerons leur somme par Ne. Tous 
les termes suivants, au contraire, sont infinis et ils renferment un facteur 
commun indépendant de æ, que nous désignerons par À. : €, en posant 

(1 


Ag nl (1—c)(2—:)...(n—1—c) À 
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Considérons done le produit s1:_,; il peut, eu égard à la définition 
(no 188) de v(x, n,e), se mettre sous la forme suivante 


(8) cie == e Ne . x" Àe p(æ, ñn, e). 
Done, « tendant vers 0, on a, à la limite,y tendant alors vers I,, 


1" 


(9) [e LE» l = an Ào Ï,, Ao = nie 


Tant que « n’est pas nul, 1, et el, _, : æ—€ sont deux intégrales 
indépendantes de l’équation de Bessel, mais elles cessent d’être distinctes 
pour € — 0, en vertu de l’équation (9). Pour en obtenir une nouvelle, 
considérons la combinaison linéaire (qui est aussi une intégrale) 


E LE ET Ao%&NTE he —£€ 


ean—E 


et cherchons-en la limite pour e = 0, C’est une expression de la forme 
0:0; en vertu de la règle de l'Hospital, ce sera la valeur pour € = 0 de 


1 


pers De [E In — À, æ—E ln] 


Mais, pour € — O0, il vient, par la formule (8), 
De (elen) = No + "A v!(x, n, 0) + a" Al», 


de sorte que la limite cherchée a pour expression 
— + Aolpe(æ, n, 0) +I! + In Log æ&] + ANT 


Supprimant le dernier terme qui n’est pas distinct de I, , nous formons 
notre seconde intégrale particulière Y, , savoir 


(10) Yu =7 + Aop/(æ,n, 0) +1, +1, Log]. 


. Celle-ci s’exprime donc au moyen des trois séries potentielles I, , 1} 
et o(æ, n, 0); la première est la fonction de Bessel et les deux autres 
sont définies par les formules (5) et (6). Le coefficient AQ est une cons- 
tante (9) et enfin, par définition de Ne, N, comprend les n premiers 
termes de I_,,, de sorte que 


Down lsut G 


Cn 


A hé 
6° 


ÉERSIEEE 


L'intégrale générale de l’équation de Bessel sera donc, dans ce cas-ci, 


YO EC UE 
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191. Transformées de l'équation de Bessel. Equation de Riccati. — 
Changeons de variable indépendante par la relation æ — y (é). En accen- 
tuant les dérivées par rapport à é, on a 


dy * y! dy ë: œ'y" — x"y! 


RUE VAN da? Œ L 


l'équation de Bessel 


dy dy an 
Dee (1 re 0 


devient ainsi, après multiplication par æ, 
œ FU 
eat + n — EEE Ab 
Voici quelques cas particuliers : 


1°) Quel que soit le signe de x, on peut toujours faire, sans introduire 
d'imaginaires, une des deux substitutiuns 


UE t 
2 2 2 


L’équation transformée sera 


Rouen +1 
(11) pH y + y 0. 


20) Plus généralement, faisons la substitution 
œ = ab, d’où m'= aft8—1, Sn EU TS 


L'équation transformée sera 
EYE (Br 1) ty! — BP y = 0. 


On peut disposer des trois constantes x, $ et n de manière à identifier 
cette équation avec toute équation de la forme 


y" + aty! + by = 0, 
pourvu toutefois que à et m soient différents de 0, car la substitution 
suppose « et 8 différents de 0. Mais, si m — 0 ou si d = 0, cette derniêre 
équation est une équation d’'Euler (n° 184). | 
Les équations de cette dernière forme sont fréquentes dans les applica- 
tions. Elles s’intégreront donc par les formules des n°% précédents, en 


remplaçant æ par une expression convenable de la forme at . 


30 La transformée d’Euler de l'équation de Riccati (n° 132) s'obtient 
comme cas particulier de la transformation précédente. 
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Si l’on fait nr — 1 : 8 et qu’on change « en « : $©, on voit que l’équation 
de Bessel se ramène à 


P 
Ey"! — at U=0, par la substitution æ — Se 
; 
Faisons 8 — m + 2. On voit que l'équation de Bessel où n — TT 
se ramène à l'équation transformée de Riccati : 
ay = ituti = 0e 
(12) y = 0, par la substitution 5 MT 


D'où les conclusions suivantes : 

Si m + 2 n’est pas l'inverse d’un entier, l'équation (12) s'intègre par 
les transcendantes I, et [_, en faisant n = 1 : (m + 2) et en remplaçant 
æ par la fonction de # qui précède. 

Si m + 2 est l'inverse d’un nombre entier, l'intégration exigera 
l'intervention des séries plus compliquées du n° 188. 

Si Mm+2=0, l'équation (12) se réduit à une équation d’Euler (n° 184) 
et s'intègre sans difficulté, 

On sait que l’équation de Riccati, sous sa forme primitive où elle est 
du premier ordre (n° 132), s'intègre sous forme finie quand #» : (m + 2) 
est un nombre pair. Nous allens voir au n° suivant que, dans ce cas, la 
transformée d’Euler s'intègre aussi sous forme finie. Il en résultera une 
nouvelie méthode pour calculer l'intégrale de l’équation de Riccati quand 
elle s’exprime sous forme finie (!). Cette méthode est théoriquement 
plus complexe que celle du n° 132, mais elle a peut-être l’avantage au 
point de vue de la simplicité des calculs. 


192. Intégration de l'équation de Bessel sous forme finie. — L'équa- 
tion de Bessel s'intègre sous forme finie, sin + ; est un nombre entier 
(positif, nul ou négatif). 

Supposons, ce qui est permis, n positif (n° 186). Si n _ ._ Se entier, 
c'est un entier positif p.Alors, par l’une des substitutions æ— T  Lédnes 


tion de Bessel se ramène à l’une des deux équations (11) 
(13) y! + 2 +y=0. 


Il faut donc montrer que cette équation s'intègre sous forme finie 
quand p est un entier positif. 


A cet effet, observons que, é étant traité comme un paramètre, on a, 
par une intégration par parties, 


(1) Il est clair que si la transformée d’Euler s'intègre sous forme finie, 
l'équation de Riccati s'intègre aussi sous forme finie. Mais la réciproque n’est 
nullement évidente, car, connaissant l'intégrale de l'équation de Riccati, 
celle de l'équation d’Euler dépend d’une quadrature. 


etu 
2p 


Nous allons tirer de cette relation la solution de l’équation de Bessel, 
en transformant les deux intégrales indéfinies qui y figurent par la for- 
mule symbolique du premier volume (n° 191), que voici 


etu 
fevEtudu — E(D;) ue C, 


jé Dis De udu = (u? Æ 1h 5% gs fe“ee de 1e du. 


et dans laquelle E{u) est un polynome. Cette formule s’applique aux deux 
intégrales susdites si p est entier positif, car u{u? Æ 1}?-1 et (u? + 1)? 
sont des polynomes. Désignant par D les dérivées par rapport t, il vient 
ainsi, à une constante près par rapport à %, 


HIDE EE sr + 1)? — L (D SE 12% 
NE 5 2p Li 


Mais cette constante est nulle, car, si l’on suppose té positif, les deux 
membres de cette relation s’annulent par & = —— œ. Donc cette relation 
est une identité. Elle subsiste pour toutes les valeurs réelles ou imagi- 
naires de tet de «, car les dérivées des exponentielles se calculent 
toujours par les mêmes règles. 

Multiplions l’identité précédente par 2p : & et posons, dans les deux 
membres, | 

etu 
(14) y=(D+l1} Tr; 
elle prend la forme 
(D? + 1)}y + #Pny = (u2 + 1)?. 


Le premier membre est précisément celui de l'équation (18). Donc, 
comme p est > O, il suffit de choisir # de manière à annuler #? Æ 1 pour 
obtenir par la formule (14) une solution de l'équation (13). Examinons 
ces solutions pour chacune des déterminations du signe ambigu. 


Premier cas : L'équation est de la forme 
FE) CINE 
Il faut alors annuler #? — 1, ce qui donne pour % deux valeurs + 1 


et — 1, auxqueiles correspondent deux solutions indépendantes : 


1 et 


(A 
DES OR 


4° 
ou, en faisant usage de la formule (8) du n° 173, 
EE 1 
ADEME D Sr (Re (D.— 2 OR 


14 
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Supprimant un facteur constant dans chacune de ces expresssions, on 
obtient les deux intégrales particulières pratiques 


D\?-— 1 pi fi 
n=en+) y mec(e) 


qui s'explicitent entièrement avec la plus grande simplicité. L'intégrale 
générale sera y = Cy; + Giÿ:. 


Deuxième cas : L'équation est de la forme 


Il faut alors annuler #? + 1. Faisant # = à, on obtient la solution 


complexe 
pa ett 


BAD 


qui se décompose elle-même en deux solutions réelles distinctes 


_4 COS 7 è _ysmé 
—(DElPi=, US 
qui peuvent servir à former l'intégrale générale, 

Mais, si l’on veut effectuer tous les calculs, il sera plus simple de pro- 
céder comme dans le premier cas. Mettant l'intégrale complexe sous la 


forme 


y = et (D + 2 PDP 


et supprimant un facteur constant, on a une nouvelle intégrale complexe 


DAPSrI 

y = gi(1 TROT 72° 

Celle-ci s'exprime immédiatement sous forme explicite et l’on obtient 

deux intégrales réelles indépendantes en séparant le réel et l'imaginaire. 

Nous ne les écrirons pas. Si l’on ne se préoccupait pas d'obtenir une 

intégrale de forme réelle, on obtiendrait immédiatement une seconde 

intégrale complexe indépendante de la précédente en remplaçant dans 
celle-ci à par — i. 


Equation de Riccati. L'équation y''— xf”y = 0 se ramène à celle 
È l EU se 
de Bessel où n — 1 : (m + 2). Pour que n + 5 soit entier, il faut ainsi 
que 
1 


Il m 
HE LE EN LT soit entier (ou Hu pair). 


Donc, pour que la transformée d’Euler de l’équation de Riccati puisse 
se ramener aux équations que nous venons d'intégrer, il faut que 
m : (m + 2) soit un nombre pair. C’est donc la même condition d’intégra- 
bilité sous forme finie que pour l'équation de Riccati non transformée. 
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8 6. Intégration ou réduction d'équations différentielles 
par des procédés particuliers. 


193. Equations où manque y. — Quand la fonction inconnue y 
manque dans une équation, on abaisse d’une unité l'ordre de cette 
dy 


équation en posant p — D eten prenant p comme nouvelle inconnue. 


En effet, l’équation proposée 


dy. d'y dy os 
G) 10 ne opel 
se ramène ainsi à la suivante 
d dn—1 
(2 far, re Li) = 0. 


On intègre l'équation (2), ce qui conduit à une relation 


(3) Ep, t)=10: 
Le calcul peut alors s’achever de deux manières : 
40 On résout l’équation (3) par rapport à p, ce qui donne p = y(x) 
et l'intégrale générale y de l’équation (1) s’en déduit par une qua- 


drature 
y = fo dx = fetaiae 


90 S'il est plus facile de résoudre l’équation (3) par rapport à x, on 
en tire x = Y(p). Alors on cherche aussi la valeur de y en fonction 
de p et il vient, par une quadrature, 


Ye fr dx — fr vw) ap = p Yo) — [vi dp. 


On connaît donc x et y en fonction de p : c’est une représentation 
paramétrique de l'intégrale. Il suffirait d'éliminer p pour revenir au 
mode de représentation habituel. 


Par exemple, RE (où X et X,; dépendent de x seul) 
dy Se 
me is x4 FRS dx 
se ramène à une équation de Bernoulli (n° 129) 
dp | À 
Ah +Xp=X;p". 


Donc p, puis y s’obtiennent par des quadratures en fonction de x. 
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Plus généralement, si y et ses k — À premières dérivées manquent 
dans l'équation, l’ordre Ss'abaissera de k unités en posant Lu = u et 


en prenant 4 comme nouvelle inconnue. 
En effet, l'équation d'ordre n sera ramenée : à celle d’ordre n — k 


n—k y 
ICT fie Pa - D) = de 
L'intégrale de celle-ci sera de la forme 
(4) R(uh +0; 
Comme ci-dessus, le calcul peut s'achever de deux manières : 


1° On résout l’équation (4) par rapport à #,.ce qui donne « = o(x) 
et l'intégrale générale y s’en déduit par # quadratures : 


(5) =. [f à ete) dar, 


20 On résout l'équation (4) par rapport à x, d’où x = 4 (u) et l’on 
obtient y en fonction de w par k quadratures : 


y= ff. [ua [f. (u[voæ 


on à ainsi une représentation paramétrique de l'intégrale. 


Remarque. — Les quadratures consécutives des formules (5) et (6) 
peuvent se ramener à une seule intégration par la formule (14) du n° 175, 
où il faut faire r = 0. La formule (5), en particulier, sera remplacée par 


y = Pr ET p(#) dé 


où P;., est un polynome en # arbitraire et de degré < Z. 
Exemples, — Les équations suivantes s’intègrent sous forme finie : 
(— ag — ag = 2 


149 + ag" = ay" NT Er. 


On pose y! 2. La première équation est linéaire en p ; la seconde 
devient différentielle exacte (n° 123) en la divisant par VI, 


194. Cas particulier. Equations qui ne contiennent que deux dérivées 
consécutives. — Elles s’intègrent par des quadratures. 
En effet, elles sont de la forme 
dry dnr—1 y 
En = 1h: ges 


— M— 


HUbET QE \ # UN À 
donc, par la substitution ER — 4, elles se ramènent à une équa- 


tion du premier ordre et à variables séparées : 
du , Abe ML LU 0e 
CYR = [.(u} d'où Vis LUE vlu). 


La valeur de y s’en déduit par n — 1 quadratures par l’une des 
deux méthodes 1° ou 2° du n° précédent. La méthode 2 se présente 
la première, puisque l’on connaît déjà la relation x — g(u), et la 
valeur de y en fonction de w est immédiatement donnée par la for- 
mule (6). Pour employer la méthode 1°, il faut commencer par tirer 
u = @ (x) de la relation x — Ÿ (u) et alors y est donné en fonction de x 
par la formule (5). 


Exemples. — Voici quelques équations pour lesquelles les RRQ 
se font aisément sous forme finie : 
AATETTL ay" = y" (1 +y*) 
3 | 
ay" = (1 + y}? LV \Vyr 


195. Equations où manque &. — Quand la variable indépendante x 
manque, l’équation est de la forme 


dy dy dry 
(7) 10 De" gun) = 0. 


Son ordre peut être abaissé d’une unité. 


En effet, ce cas se ramène à celui où c’est la fonction qui manque 
(n° 193) en considérant x comme fonction de y. Mais il faut, pour 
cela, remplacer les dérivées de y par rapport à x par leurs expres- 
sions au moyen des «dérivées de x par rapport à y. Gelles-ci étant 
désignées par des accents, les formules (2) du n° 152 du 1* volume 


donnent, comme cas particulier, en y faisant y = 1, y" = y"! = 0, 
dy _ 1 CRUE LA PURES PRE CT 
DEN des Utd sdatss Le te 


On substituera ces valeurs dans l'équation proposée et l’ordre 
s’abaissera d'une unité en prenant x! pour inconnue. 


Mais, en pratique, on ne fait guère cette transformation. On prend 


à dy _. 
plutôt p — jy Comme nouvelle inconnue et on la considère comme 


fonction de y. On obtient une équation d'ordre moins élevé entre y 


— V4 — 


et p, car les dérivées de y par rapport à x s'expriment au moyen de 
dérivées d'ordre moindre de p par rapport à y. Les formules de 
transformation sont 


4 _ y _, ŒYy ar 
dx ? dx? — P'dy? dx PGy PGy 


Donc, l'équation proposée qui est d'ordre n, se ramènera à une 
équation d'ordre n — 1 entre y et p. Soit 


dp . d1? ) T 
() fur, LR) =0 
cette équation. Supposons qu’on sache l'intégrer, son intégrale sera 
(9) F (y, p) = 0. 


Le calcul peut alors s'achever de deux manières : 
4°) On résout l'équation (9) par rapport à p, d'où p = w{y) et la 
valeur de x s’obtient par une quadrature : 


p 


C’est l'intégrale générale de l’équation proposée, 

2) S'il est plus facile de résoudre l'équation (9) par rapport à y, on 
en tire y — Ÿ{(p), ensuite x s'obtient aussi en fonction de p par une 
quadrature : | 


e— f4-- fée. + ja 


Donc x et y sont exprimés en fonction de p : c'est une représenta- 
tion paramétrique de l'intégrale. 


Exemples. — 1 Soit l'équation importante 
d'y 
(10) TE = f (y). 


Il vient, par la transformation précédente, 


bn, d'où p—sfrwa, += [fefroar| “a 


C’est l'intégrale générale de l’équation (10), qui dépend, comme on 
le voit, de deux quadratures. 


“ 
:; 


IT Soient encore les deux RE 


MED ir 0 UCe 
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dans lesquelles Y et Y, dépendent de y seul. Elles se ramènent res- 
pectivement à une équation linéaire en p, ou linéaire en ?° : 


dp si d.p° es 
“ART fon AVIS 


Donc p, puis x s’obtiennent par des quadratures en fonction de y. 


Pour les deux équations suivantes, par exemple, ces quadratures se font 
sous forme finie : 


PA CA nt À ol om ot 
y" — y"? = y° Log y. 
196. Equations qui ne contiennent que deux dérivées dont les ordres 


diffèrent de deux unités. — Elles s’intègrent par des quadratures. Gest 
un nouveau Cas nee de la méthode du n° 193. L'équation 


ar—?y 
Th = -: 


n—2 
se ramène, en posant TES — 4, à Celle 


intégrée au n° précédent, et qui a pour intégrale 


de fee fred Ne Ur 


On en déduit la valeur de y par n — 2 nouvelles quadratures, en 
employant l’une des deux méthodes 1° ou 2° du n° 193. On a immé- 
diat:ment y en fonction de w par la formule (6) (méthode 2°). Pour 
obtenir y en fonction de æ par la formule (5) (méthode 1°), il faudra 
préalablement tirer u = (x) de l'équation x = Ÿ(u) ci-dessus. 

Exemples. — On peut intégrer par cette méthode (ou par celle du 
n° 484) les deux équations suivantes, les quadratures se faisant sous 


forme finie, 
ay"! 4 Ày' ayiV =#s xg!! 
1977. Équations différentielles exactes. — Considérons l'équation 
le, d yeah = 0: 


Si l’on reconnaît dans son premier membre la dérivée exacte d’une 
fonction F{x, y, y',... y*-1) quel que soit y, on dit que l'équation est 


= 010 — 


différentielle exacte et on peut en écrire immédiatement une intégrale 
première 
| LNÉRER ES MMO  OE SEEN 1 
On trouvera ci-dessous la règle à suivre pour reconnaître si l’équa- 
tion est différentielle exacte et pour obtenir la fonction F quand elle 
existe, mais cette règle est d’une application assez limitée en pratique. 


Dans certains cas simples, on peut rendre l'équation différentielle 
exacte en la multipliant par un facteur facile à apercevoir et l’on peut 
abaisser l’ordre de l'équation d’une unité. Il n’y a pas de règle géné- 
rale à donner, car cette méthode dépend de la perspicacité de l’opé- 
rateur, mais en voici un exemple : 

Considérons l'équation, résolue (autrement) par Liouville, 


“TE + Xy! De Yy. 
dans laquelle X dépend de x seui et Y de y seul. En la divisant par 
g', tous ses termes deviennent des dérivées exactes ; on a 


[A] 
dr = —X. 


On entire, par une intégration, 


Logy' — [ray — fxdz , d'où y'— cJranats 


Les variables se séparent et l’on trouve l'intégrale générale 
fe T4 dy = fe SOUE 
Remarque. — Il est à observer que l'équation 
RARE 0 
s'intègre par quadratures dans les trois cas suivants : 40) si P et Q 


dépendent de x seul (n° 193) ; 2) si P et Q dépendent de y seul (no 195); 
3°) si P dépend de x seul et Q de y seul (on vient de le montrer). 


Règle générale pour l'intégration des dérivées exactes. — Soit 
[(æ, y, y',... y") une fonction donnée. Pour qu’elle soit la dérivée exacte 
d'une fonction F{x, y, y',.…. y*—1), il faut qu’on ait l’identité 

0F ,0F OF 
! Lt} —_— AR .…, a LE 
JC, UV, USE rem y + F Sy y 


On en conclut la règle suivante pour reconnaître si F existe et déter- 
miner en même temps cette fonction : 


— DT — 


Il faut d’abord que la plus haute dérivée y” n’entre dans f qu’au pré- 
mier degré. On intègre alors le coefficient de y" partiellement par rap- 
port à y*-1, c’est-à-dire comme si y*-t était seule variable. Soit , 
l'intégrale obtenue ; f — _. ne contiendra plus de terme en y*, de sorte 
que la plus haute dérivée sera y”? (p Z 1). Cette différence devant être 
une dérivée exacte en même temps que /, il faut que y? n’y entre qu’au 
premier degré. On intégrera alors le coefficient de y*? partiellement par 

| du," "du, 
dx dx 
ne contiendra plus que des termes d'ordre < n —p et devra être une 
différentielle exacte. si f en est une. En continuant ainsi et si la fonction 
donnée f'est une dérivée exacte, on parviendra, en dernier lieu, à un 
reste 


rapport à y*-f—1, ce qui donnera une intégrale «,. Alors f — 


ne contenant plus de dérivée de y. Pour que celui-ci soit une dérivée 
exacte, il faut qu’il ne contienne plus que æ. Si cette condition a lieu, on 
aura 


Fute tu [xd 


Si cette condition n’avait pas lieu, ou si, dans le cours du calcul, on 
rencontrait un reste dans lequel la plus haute dérivée entrât à un degré 
supérieur au premier, la méthode cesserait d’être applicable et la fonc- 
tion proposée ne serait pas une dérivée exacte. 


Soit, par exemple, la fonction donnée 
f= y + 3e! + 2yy* + (a + 27) y". 


On aura succcessivement 


du. 
M = y HU YU, 
du du 
Uo = AY, EE en TRE QT à 


| Par conséquent, F = æ?y' 4 y°y? + æy+C. 


198. Equations homogènes. — Il y en a de diverses espèces. Mais 
les divers cas que nous allons étudier ne s'excluent pas nécessaire- 
ment l’un l'autre. 


PreMER cas : L'équation est homogène par rapport à y et à ses dérivées 
successives (ou par rapport à y, dy, d'y,.….), c’est-à-dire que l'équation 
se reproduit multipliée par une puissance de À quand on y remplace y 
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par Ày sans toucher à x, À désignant une constante. L'ordre de ces 
équations peut être abaissé d’une unité. 
En effet, faisons la substitution 


Ji= er, don per, 'UL=RRENIES 


Si l’on porte ces valeurs dans l’équation, ez vient en facteur com- 
mun à une certaine puissance par suite de l’homogénéité. Après la 
suppression de ce facteur commun, la fonction inconnue 3 aura dis- 
paru de l'équation, donc l’ordre de l’équation s’abaissera d’une unité 
en prenant +! comme inconnue (n° 493). 


Remarque. — C2 procédé s'applique à l'équation linéaire sans 
second membre, mais généralement sans avantage, parce qu’il enlève 
le caractère linéaire. Ainsi, par cette substitution, l'équation du 
deuxième ordre 

y"! + Py!' + Qy = 0 
se ramène à l’équation, du premier ordre en 2’, 


(28 + Pat Q) = 0 


ce que nous avons déjà remarqué (n° 130). 
Exemples. Appliquer cette méthode aux équations 
ayy"! + bg = yy' (e + æ)T à 
ayy" — ay = yy! + bay (a? — a)? 


Les équations en z! sont des équations de Bernoulli et les intégrales 
s’obtiennent sous forme finie. Toutefois on intègre plus facilement la 
première équation en remarquant que tous ses termes deviennent des 
dérivées exactes quand on la divise par yy' (n° 197). 


DEUXIÈME cas : L’équation est homogène par rapport à x et dx, c’est- 
à-dire se reproduit multipliée par une puissance de À quand on rem- 
place æ par Àx sans toucher à y. L'ordre peut étre abaissé d’une unité. 

Ce cas se ramène au précédent en considérant y comme la variable 
indépendante et x comme la fonction inconnue, Il faudra donc rem- 
placer le dérivées de y par rapport à x par leurs expressions au moyen 
des dérivées de x par rapport à y (n° 495). Portant ces valeurs dans 
l'équation, on sera ramené au cas précédent. 


En pratique, il est souvent préférable d'opérer autrement. On change 
de variable indépendante par la substitution æ = et. Si l'on désigne 
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par D les dérivées relatives à f, on a, de proche en proche, par la for- 
mule (8) du n° (170), 


dy 


dy 
TE = pt D 
ue Dy, 


TA = et D{e-t Dy) = e-# D (D—1)y,. 


et, en général, 


HUE ent D(D—1)...(D—n+1) 
dx" y 
Ainsi l’exposant de et dans l'expression de cie est précisément égal 


au degré d'homogénéité — n de cette dérivée. Donc, si l'on porte ces 


d gps EVI: 
valeurs de x, eee dans l’équation, et vient en facteur commun à une 


puissance marquée par le degré d'homogénéité. Après la suppression 
de ce facteur commun, la variable indépendante { aura disparu. Donc 
l’ordre de l’équation peut être abaissé d’une unité (n° 195). 

Il estaremarquer que, pratiquement, quand on substitue dans l’équa- 


d’ 
TD … “Era “indiquées ci-dessus,on négligera 
tout de suite les exponentielles €—{, e-?{,.…. qui disparaissent du résul- 
tat et l’on remplacera simplement 4 par 1. 


tion proposée les valeurs de 


Exemple. Soit l'équation (homogène de degré 0) 


% qu = [me ) je 


Par la substitution æ = et, on a 


D(D— 1)y = (me Dy? + ny). 


w|r 


Prenons Dy == p pour inconnue ; on a D2y — p _ d’où 


d 
PE = (mp? + nyÿ) 


L 
2 


C’est une équation homogène du 1° ordre (n° 125); l'intégration se 
ramène donc à des quadratures. 


TROISIÈME cas : L’équation est homogène par rapport à x, y et leurs 
différentielles dx, dy, d?y,..., c'est-à-dire qu’elie se reproduit multi- 
pliée par une puissance de À quand on remplace à la fois x par À et 
y par y, À désignant une constante. L'ordre peut être abaissé d’une 
unité. 

Ce cas se ramène au précédent par la substitution y = ux en con- 
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sidérant 4 comme nouvelle inconnue. En effet, si l’on change x en Àx 
sans toucher à w, cela revient à changer + en Àx et y en 1y et l’équa- 
tion entre w et x se reproduira multipliée par une puissance de À : 
donc elle sera homogène par rapport à x et à dx. 

Pratiquement, on opère directement comme il suit : on change tout 
de suite de fonction et de variable par les formules 


T= 6, y = elu, 
t désignant la nouvelle variable indépendante. On a alors, eu égard à 
la formule du n° précédent et à celle du n° (170), 


dy _ 


ie HD t 
FRE TT D(D —14) - (D—n+1).etu 


= et (D+1)D...(D—n +2). 


Portant ces valeurs de x, y, LL. dans l'équation proposée, on ob- 


tient une équation entre u et { où manque la variable indépendante t. 
Donc l'ordre de cette équation peut s’abaisser d’une unité. 


Exemples : Les deux nee suivantes : 


mas T4 = (y 0% — act 4ŸY =(y—24). 


da? 


conduisent à des équations de Bernoulli en D et ont respectivement 
pour intégrales : 


C, +Cæ—=x Ma, y=a(c—aresn st) 


QUATRIÈME cas : L'équation est homogène par rapport aux quan- 
tités x, dx (considérées comme de degré 1) et y, dy, d'y... (considérées 
comme de degré n), c’est-à-dire que l’équation se reproduit multipliée 
par une puissance de À quand on remplace x par x et y par y. Ce 
cas se ramène au précédent en posant y = +*, Mais il est inutile de 
passer par cette transformation. Il vaut mieux changer tout de suite de 
fonction et de variable par les formules 


Den y == u ent, 
Soit D l'indice de dérivation par rapport à { ; on aura, en général, 


d? y 
dx? 


= € PE D(D — 1)... (D — p + 1juert 


= PE (D + n) (D +n —1). (D + n —p + A}u 


’ rt sta d?y 
L'exposant de ef est égal au degré d'homogénéité de - dur Donc, 


‘si l’on substitue ces valeurs de æ, y, É dans l'équation, l'expo- 


nentielle viendra en facteur commun et la variable £ disparaîtra. 


Exemple. Soit l'équation (homogène de degré 4, en considérant 7 
comme un Carré) 
d'y 


du 
œ* pr (x + 2 x) ET 4y?. 


Par les substitutions & = ef et y — we?t, on trouve l'équation en w 
D?u+ 2(1 — u) Du= 0. 
Le premier membre est une dérivée exacte, d’où l’intégrale première 
Du — (1 — uw)? = C. | 
Les variables se séparent et l'intégration s’achève sans difficulté. 


199. Equation du second ordre où manque 2 (Hquetionde Jacobi). 


— Jacobi a montré que si l’on connaît une intégrale première de 
l'équation 
dy 
(11) RREUTE f(&, y), 
l'intégration s’achève par des quadratures. Soit, en effet, connue l'in- 
tégrale première (contenant une constante C) 


(12) y =? 4, 0); 
je dis que _. sera le facteur intégrant (n° 132) de l'équation 
dy — o dx = 0, 
de sorte que l'intégrale générale sera 
DE (dy — pda) = Gr. 


Pour établir cette proposition, nous remarquons que toute inté- 
grale de l’équation (11), vérifiant (12), satisfait aussi aux deux équa- 
tions suivantes : | 

d'y 
dx? 


de. dy _e 0 
= + DR PO Dre 7 SO A 


obtenues en dérivant (12) puis en éliminant les dérivées de y. Mais la 
dernière équation, qui a lieu entre x, y et C seulement, est une 
identité, car elle est satisfaite par des valeurs arbitraires de x, y et y 
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(donc de G qui est arbitraire avec y'}. On peut donc la dériver partiel- 
lement par rapport à C ; on en déduit une nouvelle identité 

+ À + 2-42) 
ec + ac + 0ÿ = mn D AN AA 


C'est précisément la condition qui exprime que (dy — y dx) est 


une différentielle exacte. 


Exemple. Soit à intégrer l'équation 


d2 
TE == Y(l+tgtx) 
connaissant l'intégrale première 


À = ytgo+ Co. 


On aura _ — cos æ ; l'intégrale générale sora donc 


feos at [dy — (y tg x + Ccos x) dx] = y cos D {x x + sin æcos x) — 


Remarqae. L’équation plus générale 


d 
fe) À + fa, y) = 0 


s'intègre aussi par des quadratures quand on en connaît une intégrale 
première. En effet, on peut, par une quadrature, faire disparaître le 
terme du premier ordre ; il faut faire le changement d’inconnue, déjà 
indiqué (n° 446, ID), | 


el mL. 


L'équation entre x et x sera une équation de Jacobi et l’on en con- 
naîtra une intégrale première. 


S 7. Quelques applications géométriques. 


200. Problème. Trouver une courbe plane dont le rayon de cour- 
bure R soit une fonction donnée de l'absvisse. 
Soit X l'inverse de cette fonction, l’équation de la courbe sera 


LUE 


Mais 4 : R est une dérivée exacte par rapport à æ, Car on a 


En, 1 
le TU+x) 


Il vient donc, en intégrant les deux membres de (1), 


Las EE ne JE 
—— = T, ’où — EE ° 
(+ | Pi (fx) 
L’équation de la courbe cherchée sera donc 

fXdx 


(3) y = [àr Vi x) 


Le radical comporte un double signe qui correspond aux deux sens 
dans lequel la courbe peut tourner sa concavité. 


201. Cas particulier (Courbe élastique). — Trouver la courbe dont 
le rayon de courbure est en raison inverse de l’abscisse. 
2 
Soit . la raison constante, en sorte que 
a? 1 22. 


(&) Nr) Ro 


Il faut faire X = 2x : a° dans l'équation (3). Il viendra, en faisant 
apparaître les constantes d'intégration CreUCr 


fra 
a 


(5) y—G= | LE am 
JNVas—(x? + C} 

C'est l'équation de là courbe cherchée. Gette intégrale, qui ne peut 
s’exprimer sous forme finie, dépend des fonctions elliptiques. La courbe 
porte lenom de courbe élastique, parce que c’est la figure d'équilibre 
d’une lame élastique, quand, une des extrémités étant fixée, l’autre 


supporte un poids. 


202. Problème. — Trouver les courbes dans lesquelles le rayon de 
courbure est proportionnel à la normale. 
Soit a le rapport de proportionnalité (a > 0). On aura ({. 1, no 255) 


Ne. yy"! sd 
an RACE Se 
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On prend le signe supérieur si R et N sont du même côté de la 
courbe, le signe inférieur dans le cas contraire. 

C'est une équation où manque x (n° 495). Posons y' = p, elle 
devient 


L ere 2 a d 
pa = Fai+p) d'où EP mu 200 
et,.en intégrant, 
1 + p? = Cyr?a p = Voyree—1 Re) 


La valeur de x s'obtient alors par une pe 


FEES Var FE 


Mais cette quadrature ne s’effectue sous forme finie que dans des 
cas particuliers, par exemple si a = À. Examinons ce cas. 


‘{o SiR et N sont du même côté de la courbe, on prend le st 
supérieur : la courbe cherchée est un cercle 


d'où (x — Ch}? + y? = C. 


20 Si R et N sont de part et d'autre de la courbe, celle-ci est une 
chaînette. En effet, prenant le signe inférieur et remplaçant C par 
4 : « ; il vient 


7 14 NE es 
æ— CG, =  — a LOG ER 


je ln Le a 


203. Problème. — Trouver une courbe dans laquelle le rayon de 
courbure R soit proportionnel au rayon vecteur r. 

Utilisons les coordonnées polaires 7 et 0, L’équation de la courbe 
R = nr s'écrira, d'après la valeur connue de R (é. I, n° 260), les déri- 
vées étant relatives à 6, 


(6) E (r? + re — nr (rt + 2r 2 pr!) 


Il faut prendre le signe + ou le signe — selon que la courbe tourne 
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sa concavité ou sa convexité vers le pôle, ou bien selon que R et r sont 
du même côté ou de part et d'autre de la courbe (1). 

L'équation (6) est une équation homogène par rapport à r et ses déri- 
vées. Par la substitution r = ef , elle devient 


3 
pU+ami=en(lter—d"), doù 
On peut d’abord, en prenant le signe inférieur, satisfaire à cette équa- 
tion par une valeur constante de z! (pourvu toutefois que # soit > 1h 
Il faut annuler le second membre, ce qui donne 


2! =Vre —1, d'où 2 — 0 V7? — 1.4 const. 


La courbe correspondante est une spirale logarithmique r = Ce V 21 
et c’est une solution particulière du problème, car la forme de l’équa- 
tion (6) exclut la possibilité d’une solution singulière. 

Cherchons maintenant les courbes dans lesquelles z! varie. Prenons 
comme nouvelle variable indépendante l'angle « déterminé par les for- 
mules 


pas ALT 
2h—=igo, + \/1 + x At 
de sorte que l'intervalle où varie « dépend du signe ambigu et récipro- 
quement. L’équation prend la forme 
ca 1 n cos a da 


D MANU Ed dou Pire donne 


11 vient alors 


z = |tg a dû — TE = = LOg (1-2 608 a) + const. 


On obtient ainsi une représentation paramétrique de la courbe cherchée 


GC fe vf da 


= CC = ————— ) a ere 
Hobr—.e 1 EL ncos a l1+ncos « k 1+ncos a 


Il est facile d’effectuer l'intégration. 


Contentons-nous d'achever la solution pour # — 1, c’est-à-dire quand | 
le rayon de courbure est égal au rayon vecteur. 


(:) En effet, on doit prendre le signe + ou — selon que r?+?r'2—rrl! est 
> ou < 0; done, en vertu de la formule (20) du n° 260 du t. I, selon que la 
dérivée à! de l’inclinaison 4 de R sur l'axe polaire est > ou < 0; ou encore 
selon que 4 et 6 varient dans le même sens ou en sens contraire, donc selon que 
R et > tournent dans le même sens ou non quand on décrit la courbe, ce qui 
revient à la règle énoncée. 


15 
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La solution correspondant à la spirale logarithmique est un cercle 
R = C. Etudions la solution fournie par les formules (7). 

Menons l’axe polaire de façon que 8 s’annule avec « et soit r, la valeur 
de » pour 0 = « — 0, Les équations (7) se réduisent à la forme simple 


PRES TN EN. 
(8) V = ee a 6 (2 tg 2 
2 


Ce sont les équations de la courbe cherchée. 

On voit de suite qu'on retrouve le même point du plan quand « aug- 
mente de 2x. On obtient done toute la courbe en faisant varier « de 
— 7 à + 7. D'ailleurs la courbe décrite dans l'intervalle (0, — x) est 
symétrique (par rapport à l’axe polaire) de celle décrite dans l'intervalle 
(0, x). 

Faisons donc varier « de O à x. On voit que la courbe est une spirale, 
formée d'un nombre infini de spires qui se développent indéfiniment, 
vette courbe satisfait à l'équation (6) pour n — 1. Mais il faut prendre 


. , 0 Q T « + « 
le signe supérieur dans l’intervalle ( O; =) où cos « est positif et où la 
courb> tourne dans sa convexité vers le pôle, le signe inférieur dans 
U T \ # Q A 
l'intervalle (> r) Où cos x est négatif et où la courbe tourne sa con- 


cavité vers le pôle. Il n’y a que la première spire qui ne tourne pas 
autour du pôle. 


204. Equation intrinsèque d'une courbe plane, — On appelle équation 
intrinsèque d'une courbe plane, la relation qui lie son rayon de cour- 
bure à son arc. Nous allons voir bientôt Ja raison de cette dénomnina- 
tion. 

Supposons les coordonnées rectangulaires et soit 


1 
(9) K = /6) 
la relation donnée. C’est une équation différentielle du second ordre. 
Soit  l'inclinaison de la tangente sur l'axe des x ; on a les formules 
connues 


dx MERE do 1 
(10) DT — COS ®; Ge = Sin ®, DT = Ra 


Pour la généralité de ces formules, on doit considérer R comme 
susceptible des deux signes. En effet, ds étant supposé positif, de est 
positif ou négatif suivant que la tangente tourne dans un sens ou dans 
l’autre. Done, si l'on passe par un point d'inflexion, R change de signe. 
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On tire de la dernière équation (10) 


| E . ip: 
got [F4 + [res ds = ®5 + F(s), 


en désignant par w, la valeur de + au point pris comme origine des 
arcs. 
Il vient ensuite, en intégrant les équations précédentes, 


8 = 2 + [eos (9 + Fids, y + [sin (po + F) ds. 


C’est une représentation paramétrique de la courbe cherchée. 

Si l'on transporte l’origine des coordonnées à l’origine des arcs, 
æ et y, seront nuls ; si ensuite on prend la tangente à l'origine pour 
axe des x, ®, sera nul ; les équations précédentes se réduisent alors à 


(11) x — J ‘cos (F) ds, = ['sin (F) ds 


et, comme elles ne contiennent plus de constantes arbitraires, elles 
représentent une courbe complètement déterminée. Donc l'équation (9) 
ne représente que les courbes complètement déterminées de forme 
qu’on obtient en déplaçant celle-ci d’une manière arbitraire dans son 
plan. C’est pour cela que l'équation (9) porte le nom d’équation intrin- 
sèque. On peut en déduire toutes les propriétés de la courbe considé- 
rée en elle-même, abstraction faite de sa position par rapport à toute 
autre ligne. 

Remarquons encore que, dans l'intégration d’une équation intrin- 
sèque, il sera inutile d'introduire des constantes arbitraires. On 
pourra toujours les réintroduire après coup par un déplacement arbi- 
traire des axes coordonnés. 

Voici quelques exemples : 


Ï Soit à intégrer l'équation R = a. On aura 
o— (S=$, s= fcos? — ds == a sin _ 1= [sine ds = — cos =. 
Eliminant s, on voit que la courbe est un cercle : a? + y? = 4, 


Te 


II. Soit à intégrer R — * On aura 


ads s 
(a = = arc tg + 
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2 D 02 
x — [cos (are tg =) ds is = a Log PEN 


S 
? 
+ 


sds 


y = sin (are te =) ds — Re = Vs + 


HN RAIN NUE. 
La courbe est une chaînette y == CT et+e a): 


[IT Soit encore à intégrer R? + s? = 16a?. On aura, en prenant 
comme variable indépendante, 


e = | (IS PABQERRE sin =, s — 4a sine. 
L VIGa —# Za 


z = [cos & ds = 4a [cost 9 ds =4a(2y+sin2y) 


y = (sin pds = 2afsin2e do = — a COS 29. 
Si l’on change 2 en x + u, ces deux dernières équations s’écrivent 


æ—ar==a(u —sinu), y—a—=—a(i— cos u); 


elles représentent donc une cycloïde. 

Remarque. — Le problème de trouver une courbe définie par la 
relation R = F{e) entre le rayon de courbure et l’inclinaison de la 
tangente, se ramène au précédent par la relation ds — Rd. On aura 
donc 


x = fr COS © do y = fr) sin © de. 


S 8, Systèmes d’équations différentielles. 


205. Systèmes canoniques. — Nous disons qu’un système d’équa- 
tions différentielles entre plusieurs fonctions inconnues x, y,.... de t 
est canonique, si le nombre des équations est égal à celui des fonctions 
inconnues et si le système est résolu par rapport aux plus hautes 
dérivées de chagne inconnue. En pratique, on ne rencontre guère que 
des systèmes canoniques ou facilement réductibles à cette forme. 

Un système canonique d’équations du premier ordre, résolu, par 
conséquent, par rapport aux dérivées premières des fonctions incon- 
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nues, est un système normal. Nous avons démontré précédemment 
l'existence des intégrales d’un système normal et nous avons montré 
que le nombre de constantes arbitraires comprises dans son intégrale 
générale est celui des fonctions inconnues ou des équations du Sys- 
tème. 


206. Théorème I. — Tout système canonique d'équations d'ordre 
supérieur se ramène à un système normal, ne contenant que des dérivées 
premières, en considérant comme des inconnues auxiliaires toutes les 
dérivées, sauf celles de l’ordre le plus élevé pour chaque inconnue, et en 
ajoutant au système les équations qui définissent ces inconnues auxiliaires. 

Ainsi, par exemple, le système canonique 


= fit, æ,z',y,g',y"}, y"= fi, æ,x,y,y,y") 


revient au système normal de cinq équations du premier ordre 


dx dx' 
net Abe 2,%,y:y") 
dy dy. = à dy" 


Ses JU RO pu PVR ! DSL 
dt y ; dt y 9 dt [2 (6, X,X,7,Y,y }. 


entre t et les cinq fonctions inconnues x, x’, y, y', y". 

Il en résulte que pour obtenir le nombre d’inconnues (ou d’équa- 
tions) du système normal auquel se ramène un système canonique, il 
faut ajouter les ordres des plus hautes dérivées de chaque inconnue. 

Ce nombre sera aussi celui des constantes arbitraires des intégrales 
générales ; on peut donc le considérer comme caractérisant l'ordre 
du système canonique. 


20". Théorème II. — L'intégration d’un système normal de n équa- 
tions à n inconnues se ramène à l'intégration d’une seule équation 
d'ordre n entre deux variables, ou bien à l'intégration successive de 
plusieurs équations entre deux variables, la somme des ordres de ces 
équations étant n. 

Le théorème est vrai pour une seule équation, il suffit. donc_ de 
montrer qu'il est vrai pour un système normal de » équations, s'il 
est vrai pour un système normal d'ordre moins élevé. 

Pour fixer les idées, considérons seulement le système suivant de 
trois équations à trois inconnues, le raisonnement étant général : 


(I) a! = fifi, &,y, *), Y'= fall, &, y, 2%), 2 = fs (1, &, y, 2). 
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Si f, ne contient que les deux variables f et x, la première équation 
est du premier ordre à deux variables et détermine «x. Portant la 
valeur de æ dans les deux équations suivantes, on est ramené à 
intégrer un système normal de deux équations seulement. Dans ce 
premier cas, la proportion est établie. 

Supposons donc que f, contienne une autre inconnue que x, par 
exemple y. Résolvons f, = 0 par rapport à y ; il vient 

(1) ME o(4, T, x’, x). 

Portons cette valeur dans les autres équations du système (I). En 
la substituant dans y! — f,, la dérivée x!! s’introduit, mais nous résol- 
vons l'équation par rapport à x!'. Nous formons ainsi le système à 
deux inconnues x et 3 

(IT) x" = œ,(f, x, x', 2), 3! = pif, x, x, %). 

Si + disparait de w,, l'équation æ'! = », est du deuxième ordre à 
deux variables et détermine x. Portant la valeur de x dans la der- 
nière équation, on est ramené à intégrer celle-ci qui est du premier 
ordre. Ensuite y est donné sans intégration par l’équation (1). Dans 
ce deuxième cas, la proposition est encore établie. 

Supposons enfin, ce qui est la règle générale, que +, contienne z. 
Tirons z de x"! = +, ; il vient 


(2) Pie VID TENTE 


Portons cette valeur dans la dernière équation du système (Il) ; 
nous introduisons x'!' et en résolvant par rapport à z'/', nous trouvons 


(1) a = Qt, 2, æ', a"). 


L’équation (III) est du 3 ordre à deux variables. L'intégration du 
système (1) revient à celle de cette unique équation (IT), car, æ étant 
connu, on obtient sans intégration 4 puis y par les relations (2) et (1). 

Dans ce troisième et dernier cas, le théorème est encore établi. 


208. Remarque. — Tout système canonique d'équations d'ordre 
quelconque se ramenant à un système normal par l'adjonction d'in- 
connues auxiliaires, son intégration se ramène aussi à celle d’une ou 
de plusieurs équations à deux variables. 

Quand la réduction à une seule équation est possible, celle-ci peut 
généralement s'obtenir sans passer par l'intermédiaire du système 
normal. Il suffit de dériver les équations du système un certain nom- 
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bre de fois, de manière à former le nombre d'équations nécessaire 
pour pouvoir éliminer toutes les dérivées sauf celles de l’une des 
fonctions inconnues. 

Soit, par exemple, le système canonique entre x, yett 


x!!! — y + y!, ti Eh x! + x! 
On forme l'équation à laquelle satisfait x, en dérivant deux fois la 


première équation et en remplaçant deux fois y'' par sa valeur x! + x", 
Il vient successivement 


XIV — y' + zx! + AL a = x! ke 9r!'! ke x'. 
L'intégration du système proposé dépend de cette dernière équation 
qui est linéaire et du 5° ordre. On détermine x par l’intégration de 


celle-ci ; après quoi, y, y' et y'' se tirent sans intégration des équa- 
tions précédentes. 


209. Réduction des systèmes quelconques à des systèmes canoniques. 
— Les théorèmes généraux qui précèdent ne s'appliquent qu'aux sys- 
tèmes canoniques, Quand un système n’est pas canonique, il faudra 
commencer par le réduire, si l’on peut, à la forme canonique. Mais cette 
réduction n’est pas toujours possible, parce que le système peut être 
indéterminé où impossible. 

Nous ne considérons ici que les systèmes où le nombre des équations 
ne surpasse pas celui des inconnues et nous pouvons nous borner à ceux 
qui ne renferment que des dérivées premières, car, ainsi qu'on l’a déjà 
fait au n° 206, on peut toujours se débarasser des dérivées supérieures 
par l’adjonction d’inconnues auxiliaires. 

Ceci posé, la discussion d’un système se fait en le ramenant à un 
Système résolu et nous donnons, en abrégé, ce nom à un système résolu 
par rapport à autant de dérivées qu'il y a d'équations. 

Si le nombre d'équations est égal à celui des inconnues, le système 
résolu est un système normal, ce qui nous ramène au cas précédent. 
Mais il peut arriver que le système résolu renferme plus d’inconnues 
que d'équations. Dans ce cas le système est indéterminé, car nous allons 
montrer que certaines inconnues demeurent arbitraires. 

Considérons, pour fixer les idées, un système résolu de deux équations 
à quatres inconnues #, y, z, u. ; 


Ca Ua u) l= f(6, &,y,z;u): 


Il est résolu par rapport aux dérivées de æ et de y, mais il contient 
deux inconnues supplémentaires z et u. Ces inconnues supplémentaires 
demeurent complètement arbitraires. Mais, une fois ces fonctions 
choisies, la détermination des autres inconnues dépend de Lintégration 
d’un système normal, 
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La question de réduire un système quelconque à un système résolu 
trouve sa réponse dans le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Tout système de m équations du premier ordre à n 
inconnues (n > m) se ramène à un système résolu, ou bien on en tire 
les valeurs des inconnues sans intégration, ou bien on constate que le 
système est impossible. 

Soient æ, y, z,... les n fonctions inconnues de £. Considérons le système 


(I) AURONT oi AU {2 = 0, .…. fm = 0. 


On peut généralement résoudre le système par rapport à m dérivées, 
en procédant de proche en proche comme il suit. On résout une équation, 
par exemple la première, par rapport à une dérivée, par exemple x, et 
l'on porte la valeur de x dans les autres équations. On remplace ainsi 
le système (I) par le système équivalent 


(11) œ! = pi(t, X, y, y', 7, 20.) Pa = 0, .. pm = 0, 


où les y ne contiennent plus æ!. 

On résout ensuite une autre équation (II), par exemple la seconde, 
par rapport à une dérivée, par exemple y', et l’on porte la valeur de y! 
dans les autres équations. On forme ainsi le système 


(II) HW (lid,U, 7, 202.41 VV 100) 


Après m opérations semblables, supposées possibles, le système sera 
résolu. 

On ne sera arrêté dans cette marche que si l’on parvient à un système 
dont une ou plusieurs équations ne contiennent plus de dérivées. Toute- 
fois une équation qui se réduirait à une identité, ne troublerait pas la 
résolution succesive : elle disparaitrait tout simplement et le nombre des 
équations du système serait réduit. 

Supposons done que l’on parvienne à une équation non identique et 
ne contenant plus de dérivées. Deux cas sont possibles : 

1° Si cette équation ne contient plus de variables ou ne contient plus 
que #, elle exprime une impossibilité, puisque té est une variable indépen- 
dante. Donc le système est impossible. 

2° Si cette équation contient une inconnue, on en tire la valeur de 
cette inconnue, qu’on substitue dans les autres équations. On est ramené 
à considérer un système contenant une équation et une inconnue de 
moins. Alors on reprend sur celui-ci les mêmes caleuls. 

Comme ce genre de réduction ne peut se reproduire indéfiniment, on 
parviendra finalement soit à prouver l'impossibilité du système, soit à le 
ramener à un système résolu (qui peut d’ailleurs se réduire à une seule 
équation), soit à éliminer successivement toutes les dérivées, auquel cas 
le système se résout sans intégration. 
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210.Diverses espèces de systèmes linéaires. Leur intégration par réduc- 
tion à des équations à deux variables. — On appelle systèmes linéaires 
ceux qui sont linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs 
dérivées ; systèmes linéaires et homogènes (ou sans seconds membres) 
ceux qui sont linéaires et homogènes par rapport à ces mêmes quan- 
tités ; systèmes à coefficients constants, ceux où les coefficients des 
inconnues et de leurs dérivées sont des constantes. 

Tout système canonique d'équations différentielles simultanées se 
ramène à un système normal par l’adjonction d’inconnues auxiliaires. 
On constate immédiatement que cette réduction laisse subsister : 
10 le caractère linéaire, % le caractère homogène, 3° celui de con- 
stance des coefficients, quand ces caractères existent dans le système 
proposé. 

D'autre part, l'intégration d’un système normal se ramène à l'inté- 
gration d’une ou de plusieurs équations à deux variables. Cette 
réduction laisse aussi subsister le caractère linéaire et celui de 
constance des coefficients quand ces caractères existent. 

Donc l'intégration des systèmes linéaires se ramène, par les prin- 
cipes généraux, à l’intégration d’une seule équation linéaire, donc aux 
méthodes des paragraphes 1 et 2. 

De même, l'intégration des systèmes à coefficients constants se 
ramène à l'intégration d’une seule équation linéaire à coefficients 
constants, donc aux méthodes du $ 4. 

Toutefois, pour les systèmes à coefficients constants et sans seconds 
membres, cette méthode ne sera généralement pas la plus expéditive 
en pratique. La méthode directe indiquée au n° suivant sera préférable. 
Elle a d’ailleurs l'avantage de s’appliquer aussi facilement aux systèmes 
de forme quelconque qu’aux systèmes canoniques. Ensuite, pour les 
systèmes avec seconds membres, il y a lieu d'étudier le procédé de 
réduction de plus près, ce qui sera fait au n° 212. 


21 1. Intégration des systèmes linéaires à coefficients constants et sans 
seconds membres. — Considérons, pour fixér les idées, un système 
(canonique ou non) de trois équations entre trois fonctions inconnues 
de ft, de la forme 


{ Lx +My + N3 = 0, 
(1) L,x + M,y nu N,2 == 0, 
Lx + My + N:2 = 0, 
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L, M, N désignant des facteurs symboliques tels que 
aD" + a, D +... + am. 
Nous appellerons déterminant du système le déterminant 


A=| L M N 
L, M, N, 
L, M; N; 


et nous désignerons ses mineurs par 


| m n 
lMMmIUn, 
L m n, 


Ce déterminant A joue un rôle essentiel dans l'intégration du sys- 
tème (1). Nous supposerons, dans le n° actuel, qu’il n’est pas identi- 
quement nul. 


THÉORÈME. — Les trois inconnues x, y, x vérifient la même équation 
linéaire à coefficients constants et sans second membre Au = 0. 

En effet, multiplions respectivement les équations (1) par 4, L, L et 
ajoutons ; il vient, par les propriétés des mineurs Ax — 0. De même, 
Ay=A3= 0. 


Ge théorème conduit à la méthode la plus commode pour intégrer 
le système. (est la méthode des coefficients indéterminés. 

En effet, résolvons l’équation caractéristique À = O ; soient r, 5... 
ses racines, À u,.… leurs ordres de multiplicité. On aura nécessaire- 
ment 


æ = Pert LH Qest + ……, 
y = Piert + QLest + …, 
( 3 = P,ert + QLest + …, 
les polynomes P étant de degré À — 1, Q de degré mu — 1, 

On substituera donc ces valeurs dans les équations (1) et l’on 
identifiera les résultats à zéro. Il en résultera un certain nombre de 
relations linéaires entre les coefficients des polynomes P, entre ceux 
des polynomes Q,.. séparément, car il ne se fait pas de réductions 
entre les termes contenant des exponentielles différentes. La solution 
contiendra autant de constantes arbitraires qu'il restera de coefficients 
indéterminés. Nous démontrerons, dans le n° suivant, que ce nombre 
est égal au degré de A que l’on appelle l'ordre du système. 
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Cette analyse tombe en défaut si À se réduit à une constante autre 
que 0 ; dans ce cas, le système se résout sans intégration : les équa- 
tions Az = Ay = A3 — 0, se réduisent simplement à & = y = 3 = 0. 
Ces valeurs satisfont au système (1) et il n’y a pas d'autre solution. 


Cas d'un système normal. — C'est cette méthode que l’on applique, 
en pratique, pour l'intégration d’un système normal. Celui-ci est de la 
forme 

( (D + a)x + by + cz = 0, 
at+(D+bjy+ 3 —0, 
| doX + by + (D +c,)z = 0. 


Son intégration dépend donc de la résolution de l'équation caracté- 
ristique, qui est ici du 3° degré, 


| D+a b CU 0 
a, D+b, €; 
ds b, D+ec, 


et l'intégrale générale renfermera trois constantes, conformément 
aux théorèmes généraux. 


Si À — 0, la méthode ne s'applique plus, Il faut recourir au procédé 
général développé dans le n° suivant. 


Exemple : Soit à intégrer le système normal 
(DEEE 0e (D Al\y= 0 
On a ici Au — D?u = 0. On doit donc substituer les valeurs 
æ = C + C'é, y = CO, + C'i, 
ce qui conduit aux relations C, = C + C'et C', — C'. Les intégrales 
sont, avec deux constantes arbitraires C et CG 


m=C+C  y—=0C+C(I+6) 


212. Systèmes à coefficients constants complets ou avec seconds 
membres. — Reprenons le système (1) du n° précédent, mais en met- 
tant trois fonctions T, T, et T, de { dans les seconds membres. Nous 
obtenons le système complet 


Lx + My + Nez = 7, 


(2) Lxz+M,y+N;z=T,, 
L,æ + M,y + N:2 = Te. 
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La méthode générale d'intégration du système (2), applicable d'ail- 
leurs au système (1), est la méthode de réduction à l'intégration d’une 
ou de plusieurs équations successives à deux variables (n° 207). Mais 
cette méthode présente, dans le cas qui nous occupe, des caractères 
particuliers qui méritent de fixer l'attention. 

Elle consiste à appliquer le théorème suivant : 


THÉORÈME. — On peut ramener le système (2) à un autre équivalent 
et de même déterminant À, mais dans lequel deux des coefficients de x 
sont nuls. 

En effet, supposons que L et L, diffèrent de 0 et que L soit de 
degré au moins égal à celui de L,. En divisant L par L,,ona 

L=AL, +R | 

et, si R = L — ÀL, n’est pas nul, il sera de degré moindre que L et L;. 
Ceci posé, multiplions la deuxième équation (2) par À et soustrayons- 
la de la première. Nous formons un système équivalent à (2) et de 
même déterminant À 

(D — AL)e + (M — AM) + (N — AN)4 = T —T, 

(3) Lx + My + N;z =T,, 

l Lx + My + N,x = T;, 
dans lequel la somme des degrés des coeflicients de x est abaissée. 
Si deux des coefficients de x ne sont pas nuls dans le système (3), on 
abaissera de nouveau la somme des degrés des coefficients de x par 
une transformation analogue. Cet abaissement ne pouvant se répéter 
indéfiniment, on ramènera finalement le système {2) à un autre équi- 
valent, de même déterminant À, et dans lequel deux des coefficients 
de x seront nuls. Désignons ce système par 


( 0x + By + C3 = 7, 
B,y + C3 = T3, 
| B,y + Gz=T,, 
les lettres à, B, G représentant des facteurs symboliques et les 
seconds membres des fonctions connues de t. 

L'intégration de ce nouveau système dépend de celle du système à 
deux inconnues y et z formé par les deux dernières équations. Mais il 
existe évidemment, pour ce système de deux équations, un théorème 
analogue à celui que nous venons de démontrer pour le système (2). 
On peut donc le ramener à un système équivalent où l’un des deux 
coeflicients de y sera nul. 
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En définitive, après un nombre limité d'opérations (correspondant 
chacune à une division), le système (2) sera ramené à un autre 
équivalent, de même déterminant À, mais de la forme 


0x + By + Cr = 7, 
(4) dy + C3 = Ti, (A := 00,02) 


0,2 — Toe 
Celui-ci est préparé pour l'intégration. 


Cas ou À WEST PAS NUL, — Aucun des facteurs symboliques à, à, à, 
n’étant nul, l'intégration du système (4) ne dépend plus que de l’intégra- 
tion d'équations à deux variables : la troisième donne z, ensuite la 
deuxième donne y et enfin la première donne x. Le nombre des 
constantes d'intégration est égal à la somme des ordres des équations 
intégrées, donc à la somme des degrés de à;, 5, et à, c’est-à-dire au 
degré de A. C’est la conclusion fondamentale déjà énoncée au n° pré- 
cédent, 

En pratique, il arrive le plus souvent que 6 et à, se réduisent à de 
simples constantes. L'intégration du système (4) revient alors à l'inté- 
gration de la dernière équation seule 


D 8 — To» ou Ag = OÙ Te. 


Ensuite x ety sont donnés, sans intégration, par les deux équations 
précédentes. 

Dans l'intégration du système (2) ou du système (4), on utilise 
souvent avec avantage le théorème suivant, qui se démontre comme 
dans le cas d’une seule équation (n° 157) : 


Les intégrales générales du système complet s’obtiennent en ajoutant 
respectivement aux intégrales générales X, Y ,Z du système sans seconds 
membres des solutions particulières Ë, n, € du système complet. 


On en conclut, en particulier, ce second théorème : 


L'intégration d’un système avec seconds membres dont le déterminant 
A est de degré n se ramène à n quadratures. 


En effet, considérons le système (4). Soient p, q, r les degrés de 
5, , et à. On obtient une intégrale particulière z (3° équation) par 
r quadratures faites sans introduire de constante arbitraire ; on 
obtient une valeur correspondante y (2° équation) par q quadratures 
sans introduire de constante ; enfin on obtient une valeur corres- 
pondante de x par p quadratures. Cela fait en tout p+g—+r=n 
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quadratures. Pour avoir l'intégrale générale, il faudra ajouter aux 
valeurs précédentes les solutions générales de l'équation sans seconds 
membres, que l’on déterminera par la méthode du n° précédent. 

Si l'on connaît d'avance ou si l’on trouve facilement une solution 
particulière du système complet, on sera dispensé de faire les quadra- 
tures exigées par le théorème précédent. 


Gas ou À EST NUL. — Le système est indéterminé ou incompatible. 
Ce cas a peu d'importance pratique. Contentons-nous d’un exemple. 
Pour que A soit nul, il faut qu'un au moins des facteurs Ô, 0, OU do 
soit nul : 40 Si à, est nul, sans que r, le soit, le système (4) est impos- 
sible. 20 Si 6, et x, sont nuls tous deux (è et ü, ne l’étant pas), la 
valeur de x reste arbitraire et le système (4) est indéterminé. 


2 1 3.Théorèmes généraux sur les systèmes linéaires normaux. — Nous 
considérons d’abord un système de # équations sans seconds membres 
entre # fonctions inconnues +, y,.. v de la variable #, de la forme 


{ere 


(5) | y +aæ+by+.…. =0, 


les lettres a, b,... a... désignant des fonctions données de £. 


THÉORÈME I. — Si (x, y,,...), (a, y.) sont des systèmes de 
solutions particulières du système, les expressions 
æ = C;æ, + Cote + = Ciy, + Coyo + 


où C1, C2, sont des constantes arbitraires seront de nouvelles intégrales 
du système. 


Substituons ces valeurs dans la première équation par exemple, il 
vient 


Cufas + aœ, + By, + +) Æ Cfa E as, + by, + ) L  =0. 


DÉFINITION, — On dit que p (p < n) solutions (æ,, y, v,),.…. 
(æ,, Y,.... v,) du système (5) sont indépendantes, si l’un au moins des 
déterminants d'ordre p formés avec p lignes du tableau 


Dieter Ur 
Yi Ya . yP 
V1 Ve VE 
est différent de O. 
Par analogie, une seule solution (x,, y,,...) est indépendante si l’une 
au moins des fonctions æ,, 7,,... n’est pas nulle. 


— 239 


THÉORÈME IT, — Le système (5) admet n solutions indépendantes et si 
(æ:, Y1,...).... (Œn, Yn,.….) sont n solutions indépendantes, l'intégrale 
générale sera, avec n constanies arbitraires CO, 


(6) æ— Ci + + + Cyan, y = Ciy + ee + COnYni 


Prouvons d’abord l'existence de » solutions indépendantes. 

Si, par impossible, on ne pouvait trouver que »p < n solutions indé- 
pendantes. (æ,, y,,...),..…. (æ,,, Ypo.) toute intégrale æ, y,... du système 
devrait annuler les déterminants d'ordre p + 1, tels que 


DD De... Un | 
Y Yi Ye +. Yn | 


Les relations ainsi obtenues ne seraient pas toutes identiquement 
satisfaites, car, parmi les mineurs relatifs aux éléments æ. y,..., il y a 
au moins un déterminant d'ordre » qui n’est pas nul par hypothèse, 
Donc les intégrales générales æ, y,,.. seraient liées par une relation au 
moins et leurs valeurs initiales ne seraient pas arbitraires, ce qui est 
inexact. 

Donc il existe n solutions indépendantes, avec lesquelles on peut 
former les expressions (6). Ces expressions sont des intégrales par le 
théorème I. De plus, ce sont les intégrales générales, car les équations 
(6) forment un système résoluble par rapport aux lettres C (le détermi- 
nant du système n'étant pas nul). On peut donc disposer des constantes 
de manière à attribuer à æ, y... des valeurs initiales arbitraires (puisque 
les valeurs correspondantes des C s’obtiennent par la résolution du sys- 
tème). 


THÉORÈME IIl. — Les intégrales générales d'un système avec seconds 
membres s'obliennent en ajoutant respectivement aux intégrales géné- 
rales X, Y,... du système sans seconds membres des intégrales particu- 
lières &, n,... du système complet. | 

Même démonstration que pour une équation {n° 157). 


THÉORÈME IV. — L'intégration d'un système normal de n équations 
avec seconds membres se ramène à celle di, système sans seconds membres 
el à n quadratures. 

Considérons le système complet 


d'+ax+by+.…=T, 
(7) y'+axw+by+...=T;, 


0 L D o 


et supposons connues les intégrales générales du système (5) : 
æ@ = CG + Coms + 
(8) y = C:Y1 + Goÿe + + 


L e e LD L LD L1 e 
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On peut aussi considérer, dans ces équations (8), æ, y... comme les 
intégrales du système (7), à condition de regarder G,, C,,... comme des 
fonctions de é définies par ces équations. Mais alors C,, C,,... doivent 
vérifier un autre système d'équations qu’on obtient en portant les 
valeurs (8) dans (7). Substituons ces valeurs, en observant : 1° que les C 
ont maintenant des dérivées par rapport à é (que nous désignerons avec 
des accents) et 20 que æ,, y,,... sont des solutions des équations sans 
seconds membres, Il vient 


1, Ci Deere) 
Yi City CL = TT, 


C’est un système de n équations résoluble par rapport aux » déri- 
vées C'. On entire donc les n inconnues C par n quadratures. 


‘CHÉORÈME V. — Si l’on connaît p solutions particulières d'un système 
linéaire normal sans seconds membres à n inconnues (In > p), l’intégra- 
tion du système avec ou sans seconds membres se ramène à celle d’un 
système linéaire normal à n — p inconnues et à des quadratures. 

Pour fixer les idées, considérons un système de quatre équations 


l œ@' + ax + by + cz + du =T, 
(9) J'+ax+biy+czs+diu=T,, 
+ a,® + by + 0,2 +du=T;, 
u'+ a + by + css +dsu=T, 
et supposons qu’on connaisse deux solutions indépendantes (æ,,... #,) et 
(æ,,.… w,) du système sans seconds membres. 
Pour intégrer le système (9), désignons par C,, C,, €, v de nouvelles 
inconnues et faisons le substitution 
æ = Ciæ, + Com, 
y = Giÿ1 + CoYo, 
& = C2, + Css + ax 
u = Ou, + Cou + v. 


Le système (9) se transformera dans le suivant, où les accents 
désignent toujours des dérivées par rapport à é, 


[ai + æ,Ce + ct + do =T, 
y Cu ar DADE + v+dv=T,, 
za Qi + 20e + EL Hat + do = Te, 
Yi Ci AO 0 ct L do 10 
Comme le déterminant æ,Y: — x,y, diffère de O par hypothèse, on 
peut résoudre les deux premières équations par rapport à C! et à OU; et 
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porter les valeurs trouvées dans les deux équations suivantes. Le système 
est ramené à la forme normale 


Ci = AG + Bo +, CH AE + Boo = To 
Ce = A+ Bv+ ! + At + Bso = 


Done t et vse déterminent par l'intégration d’un système normal à 
deux variables ; après quoi, C, et C, se tirent des deux premières équa- 
tions par quadratures. 


214. Systèmes adjoints. — Considérons les deux systèmes normaux 
à n inconnues 


a! L'ax + by +. = 0 pt —X'+E aX + bY += 0 
(10) À y! +a;æ<+b;y +. —0 (11) — Y'+aX+b,Y+ .…… —0 


Ces deux systèmes sont dans une relation réciproque et chacun d’eux 
s’appelle l’adjoint de l’autre. 

Pour mettre la liaison des deux systèmes en évidence, ajoutons les 
équations(10) et (11) respectivement multipliées par X, D'OR E Pen CC 
Il vient, en supprimant les termes qui détruisent, 

Kat Yyl + ox + YV = É (Ro + Yy +) = 0 
d'où 
æX + yY + .… == const. 


L'intégration complète d'un des systèmes entraîne celle de l'autre. 
En effet, si l’on connaît n solutions indépendantes (æ&,,ÿ1 +). (&n, Yn …), 
On a » équations | 


(12) XX + Y:Y + = C:; (2 = 1, PAPE n) 


eton entire X, Y,... avec » constantes distinctes. 


Si l’on connaissait seulement p solutions indépendantes du premier 
système, on aurait p relations de la forme (12) ; elles permettraient 
d'éliminer p des inconnues du système adjoint et de ramener, par consé- 
quent, l'intégration de celui-ci, donc aussi l'intégration du premier sys- 
tème, à celle d’un système d'ordre n — », mais avec seconds membres. 

C’est une nouvelle démonstration du théorème V du n° précédent. 


215. Remarque. — La plupart des théorèmes énoncés dans les trois 
premiers paragraphes et relatifs à une seule équation linéaire d'ordre n, 
peuvent. se déduire de ceux des n° 218 et 214 en ramenant l'équation 
d'ordre # à un système d'équations du premier ordre. Il en résulte de 
nouvelles démonstrations de ces théorèmes que nous proposons comme 
un excellent exercice à faire. | 
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CHAPITRE V. 
Equations aux dérivées partielles 


et aux différentielles totales. 


$S 1. Formation d’équations aux dérivées partielles. 


216. Définition. — On appelle équation aux dérivées partielles 
toute relation entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables 
indépendantes, leurs dérivées partielles du premier ordre ou d’un 
ordre plus élevé et enfin les variables elles-mêmes. Lorsque les déri- 
vées qui figurent dans l’équation sont toutes du premier ordre, l’équa- 
tion est dite du premier ordre. Pour nous faire une idée de l’origine 
de ces équations et, par suite, de la nature des fonctions qu'elles 
peuvent définir, nous allons d'abord rechercher les équations aux 
dérivées partielles de certaines surfaces. 


217. Equation des surfaces cylindriques. — Une surface Cylin- 
diique est engendrée par une droite indéfinie MN, appelée généra- 
rice, qui se meut parallèlement à une droite donnée, en s'appuyant 
constamment sur une ligne donnée AB, appelée directrice. 

Soient 

(1) = 43 +4, y=0r+$ 
les équations de la génératrice MN ; a et b sont des coefficients con- 
stants qui expriment que MN est toujours parallèle à la direction 
donnée ; « et fi, des paramètres variables avec la position de la géné- 
ratrice, mais liés par une relation qui exprime que MN rencontre AB. 

En effet, soient 


(2) F(x, Y, ) = 0, F;(x, y; 2) = (0, 
les équations de la directrice AB: on exprimera que AB et MN se 


rencontrent en éliminant x, y, z entre (1) et (2), ce qui donnera une 
relation 


(3) PC, B)=0, d'où 8 =). 
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Pour obtenir l'équation du lieu de MN, il faut éliminer les paramè- 
tres « et 8 entre (1) et (8), ce qui donne 


(4) y — bz = P(x — ax). 


Cette équation, dans laquelle ® désigne une fonction arbitraire, 
convient donc à toutes les surfaces cylindriques dont les génératrices 
sont parallèles à une même droite donnée, quelle que soit la direc- 
trice. C’est l’équation en quantités finies des surfaces cylindriques. 

Nous allons montrer que l'équation (4) est équivalente à une équa- 
tion aux dérivées partielles qui ne renferme plus rien d’arhitraire. 
Pour cela, dérivons (4) par rapport à x puis par rapport à y, en con- 
sidérent 4 comme une fonction des deux variables indépendantes x ety, 


ayant pour dérivées partielles _ — p et — SE = q; On aura 


—bp= S'{x— ar) —ap),  1—bg = Pix — ax) (— ag), 


et, en éliminant ®", 
(5) ap + bq = 1. 

Cette équation, qui ne dépend plus de la fonction arbitraire ® et 
qui a au moins la même généralité que l'équation (4), est l’équation 
aux dérivées partielles des surfaces cylindriques, dont les généra- 
trices ont une direction donnée. Elle exprime une propriété géomé- 
trique de ces surfaces, savoir que la normale au point (x, y, x) est 
perpendiculaire à la génératrice qui passe par ce point. En effet, les 
cosinus directeurs de ces deux droites sont respectivement propor- 
tionnels à a, b, A etp,q, — 1. 

L'équation (5) est une équation aux dérivées partielles linéaire du 
premier ordre. Nous exposerons dans un prochain paragraphe la 
méthode d'intégration de ces équations et nous prouverons alors que 
réciproquement toute surface dont l’ordonnée vérifie l'équation (5) 
est une surface cylindrique. 


218. Equation des surfaces coniques. — Une surface conique est 
engendrée par une droite indéfinie MN, appelée génératrice, qui passe 
par un point fixe (a, b, c) appelé sommet, et qui s’appuie constamment 
sur une courbe donnée AB, appelée directrice. 

Soient | 

(1) m—a—=atz—c), y—b=/f(x— 06) 


les équations d’une génératrice, « et $ étant des paramètres variables 
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avec la position de cette droite. On exprime que la génératrice ren- 
contre la directrice en éliminant x, y, 4 entre les équations de la 
génératrice et celles de la directrice, ce qui donne une relation 


(2) p(a, Ê) = 0, d’où B = D(x). 


On trouve l'équation du lieu en éliminant «, 8 entre (1) et (2), ce 
qui donne 


(3) 1 = ait) 


Gette équation, dans laquelle ® reste arbitraire, convient à toutes 
les surfaces coniques ayant pour sommet le point (a, b, c). Pour 
trouver l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces, dérivons 
successivement (83) par rapport à x et à y, en regardant z comme une 
fonction de ces deux variables, il viendra 


a D 


Ù 


(z—c}? 3—C (3 — c)? 
B—0— QD) fa — a) —(@— dq 
m  S 
et, en éliminant ®', 
(4) (— a)p + (y —b)q = (2 — c). 


Gette équation, qui ne renferme plus rien d’arbitraire, a la même 
généralité au moins que l’équation (3). C’est l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces coniques. Elle exprime une propriété géomé- 
trique de ces surfaces, savoir que la normale au point (x, y, +) est 
perpendiculaire à la génératrice qui passe par ce point et dont les 
cosinus directeurs sont proportionnels à (æ — a), (y — b) et (3 — 6). 
Nous prouverons plus loin que réciproquement toute surface dont 
l'ordonnée vérifie l'équation (4) est une surface conique. 


219. Equation des surfaces conoïdes. — Une surface conoïde est 
engendrée par une génératrice rectiligne qui se meut parallèlement à 
un plan directeur donné, en rencontrant constamment une droite fixe 
et une courbe fixe, appelées directrices de la surface. 

Prenons un plan parallèle au plan directeur pour plan des æy et la 
directrice rectiligne pour axe des 2. Dans ce cas, les équations d’une 
génératrice seront de la forme 


(1) # EU, 1e Pa, 
où « et $ sont des paramètres variables avec l4 génératrice. Les 
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équations (1) sont celles d’une droite rencontrant l'axe des 3, mais il 
reste à exprimer qu’elle rencontre aussi la directrice curviligne. Pour 
cela,on élimine x, y, # entre les équations (1) et celles de la directrice 
curviligne, ce qui donne une relation 


(2) | pla, ) = 0, d’où a —= P(P). 


L'équation du lieu s'obtient en éliminant « et $ entre (1) et (2), ce 
qui donne 


o 0 


Cette équation, où ® est arbitraire, est celle de toutes les surfaces 
conoïdes ayant même plan directeur et même directrice rectiligne. 
Pour trouver l'équation aux dérivées partielles correspondante, on 
différentie successivement (3) par rapport à x et à y, ce qui donne 


OCDE CE 


(4) Php qui 0. 
Cette équation aux dérivées partielles du premier ordre a donc la 
même généralité au moins que l'équation (3). Nous démontrerons plus 


loin qu’elle lui est équivalente. C’est l’équation aux dérivées partielles 
des surfaces conoïdes. | 


d’où 


220. Equation des surfaces de révolution. — Celles-ci sont engen- 


drées en faisant tourner une courbe AB, appelée génératrice, autour 
d'une droite fixe OR. 


Prenons l’origine O sur l’axe de révolution OR. Chaque point M de 
la génératrice AB décrit une circonférence dont le centre est sur OR 
et dont le plan est normal à cet axe : on peut considérer la surface 
comme le lieu de ces circonférences. 

Soient 


œ 3 
(1) == 
les équations de l'axe OR ; un plan normal’ à cet axe aura pour équa- 
tion 
ax + by + C3 = à. 
Les équations du cercie variable seront donc 


(2) ax + by+ cz = à, a + + ze =, 
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car on peut le considérer comme l'intersection du plan normal à OR 
avec une sphère de centre O. Pour exprimer que ce cercle ren- 
contre AB, il faut éliminer x, y, + entre les équations !2) et celles 
de AB, ce qui conduit à une relation S 


(3) p(a, Ê) = 0, d’où ax — D (GB). 
On obtient l'équation de la surface de révolution en éliminant « et 6 
entre (2) et (3), ce qui donne | 


(4) ax + by + cx = Da? + y? + 221, 
C’est l'équation générale, en quantités finies, des surfaces de révo- 
lution autour de la droite = =<; la fonction ® reste arbi- 


traire avec le choix de la directrice. 

Pour obtenir l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces, on 
dérive successivement par rapport à æ et à y, en considérant 4 comme 
une fonction. On trouve 


Gp Dee y Es) T2) 
b + cg = Bat + y + 2) (2y + 2xq), 


et en éliminant ®!', 
(5) (cy — bz)p + (ax — x) q = bx — ay. 


C'est l'équation aux dérivées partielles cherchée, et la fonction 
arbitraire a disparu. 


22 1 Remarque. — Si l'on intègre les équations aux dérivées par- 
tielles des surfaces précédentes, cette intégration devra donc réintro- 
duire la fonction arbitraire que nous avons éliminée. Ou peut prévoir, 
d’après cela, que l’intégration des équations aux dérivées partielles 
aura pour effet d'introduire des fonctions arbitraires. Les théories que 
nous allons exposer vont confirmer cette prévision. 


$S 2. Propriétés des déterminants fonctionnels. 


222. Définition. — Soient w,, w, .… ur des fonctions du même 
nombre n de variables indépendantes x,, æ,, … æ,. On donne, comme 
on le sait, le nom de déterminant fonctionnel ou de jacobien (n° 415) 
au déterminant 


_ Aus Us, Un) _ | Ou, du, 4 | OÙ 
AT, Le, + CA) NOT RO 
un un -. Oun 


OX, OA En 
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Nous supposerons, dans le paragraphe actuel, que toutes ces déri- 
vées partielles sont continues et nous démontrerons d’abord le théo- 
rème suivant : 


2923. Théorème I. — Si l’une des fonctions u ci-dessus est constante, 
ou s’il existe une relation identique entre deux ou plusieurs de ces fonc- 
tions, le déterminant fonctionnel J est identiquement nul. 

Le Si l’une des fonctions u est constante, tous les éléments de la 
ligne correspondante dans J seront nuls, donc J = 0. 

90 S'il existe une relation entre plusieurs fonctions w, par exemple 
si #, est fonction de w, Us, .…., On à 


Qu, _ Ou Ou y. ur dus 
OZ, OUz Of us OX: 
Ou, _ Ou, Ous | OU OU; 
OX: dE: OU OL Us Le 


na 


dhpe 


, CC] 


Donc les éléments de la première ligne de J s’obtiennent en faisant 


la somme des éléments correspondants de la seconde ligne multipliés 
par ur de la troisième multipliés par ou 
dus ? D 


identiquement nul. 


, et le déterminant est 


294. Théorème II. — Considérons m fonctions U;, Us, ++ Um den 
(n > m) variables indépendantes x;, 22, + &n. Si le déterminant d'ordre 


p(p <m) 
d(u,, Us, «+ Up) 
1 J at \Wjs W2s 0) 
i dti, Le, Up) 
est différent de 0, tandis que tous les détérminanis d'ordre p + À sui- 
vanis : 
d(U;. Us, ++ Up Up+h) k—1,2,..m—7?p 
(2) Jar ES PE Ve LE TUR : 
d(x, æ, Lys Li ) l=p+1,p +2, nn 


sont identiquement nuls, les fonctions U;, WU, ++ Up SONI indépen- 
dantes et les fonctions restantes Up +1, Up+2, ** Um PEUVENT s'exprimer 
au moyen des premières. 

L'indépendance des fonctions w;, we, … Up se vérifie immédiate- 
ment, car, s'il existait une relation entre elles, elle subsisterait 
quand on ne fait varier que Æ3, Æ, » Lp, Cl J, serait nul en vertu du 
théorème précédent. Mais la seconde partie du théorème exige 
quelques préliminaires. 
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Observons d’abord que les déterminants J,», qui sont nuls par 
hypothèse quand 2 = p +1, p +9, ….n, sont nuls aussi pour les 
autres valeurs plus petites de l’indice Z, car ils ont alors deux lignes 
égales. 

Développons Jzx,suivant les éléments de la dernière colonne, il 
vient DOUrT == ANS ER | 


Fu de 


ge LE. FT" 


et il est essentiel d'observer que les mineurs Ax, Bx, +. Py dépendent 
de l’indice 4 seulement et non de L. 

Geci posé, considérons les p + { équations qui déterminent du;, 
dus, du, et une différentielle totale de plus du, : 
Ou; 
—1 0%} 
ajoutons-les, après les avoir multipliées respectivement par les mineurs 
A%,- Pret J,. 11 viendra, J;, étant nul, 


dx, = Àz à Br 


dx: … dUyp ns Ou Up dx, finies) 5 Ces dx: ; 


our È : Ao Dre 


n 
Âz du, Le Bz due -:- .…. . Jdup+r — 1) dx, dx: =\(, 
l—1 
Cette relation conduit aisément à la démonstration du théorème. 


Associous aux fonctions indépendantes w,, .… # de nouvelles fonc- 
tiONS Vp44, Vp+te, + Un, de manière à former un système de n fonctions 
indépendantes et prenons celles-ci comme variables indépendantes 
au lieu des x. On tire de la relation précédente, J, n'étant pas nul, 


d Ar du, + Bx due + … + P; du, 
Hi Ro roma 


et cette relation entre différentielles premières, étant indépendante 
du choix des variables (£. 4, n° 196), subsiste pour les variables 
indépendantes 4, + Up, Upta, + Un. Donc, si on la compare à l’ex- 
pression générale de dup+x, qui est 


Ô 0 Ô 
.. MENU ou ty + SEE do Vos + + TBE du, 
on en tire 
Duptn = Op = — () 


pp OVp+e 

Donc üp+x ne dépend que de w,, we, = u. On voit pareillement 

que, si un ou plusieurs des coefficients Az, B;, ., étaient nuls, wyyx 
ne dépendrait même plus que d’une partie de ces fonctions. 
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225. Remarques. — I. Dans la démonstration précédente, on peut 
prendre, en particulier, &p44, Æp4e, «++ &n Comme variables v, car le 
déterminant 


A(U, We, + Up, Lpyas + En)  À(W,, «+ Up) 
d(d,, &,, ++ Up, Wpta, ++ En) ft, ++ Xp) 


n'étant pas nul, les variablis %,, … up, Æp+a, +++ & Sont indépendantes. 


II. Sous les conditions du théorème précédent, » + 1 quelconques 
des fonctions %,, + w» n'étant pas indépendantes, leur déterminant 
fonctionnel par rapport à p + 1 quelconques des variables x est identi- 
quement nul. Il est à remarquer que les déterminants Jz7, énumérés 
dans l’énoncé du théorème IT, ne sont qu’une partie des déterminants 
qu’on peut ainsi former. Donc la nullité de ceux-ci entraine celle des 
autres. 


226. Théorème III. — Soient m fonctions u;, Us, «+ Um d’un n0M- 
bre égal ou supérieur n de variables indépendantes x,, %,, ++ 4h; la 
condition nécessaire et suffisante pour que ces fonctions soient indépen- 
dantes entre elles, c'est-à-dire pour qu'aucune ne soit constante et 
qu’elles ne satisfassent pas à une relation indépendante des variables x, 
est que l’un au moins des déterminants fonctionnels qu'on peut former 
avec m colonnes du tableau : 


OU, OU: vu: 


1 


DUT, OGn 
um um Oum 
OX; OX dis ln 


ne soit pas identiquement nul. En particulier, si les u et les x sont en 
même nombre n, cette condition sera que le déterminant fonctionnel J 
des n fonctions u par rapport aux n variables x, ne soit pas identique- 
ment nul. 

Considérons les déterminants de tous les ordres depuis 1 jusque m 
qu'on peut former en combinant un même nombre de lignes et de 
colonnes du tableau précédent. 

4e S'ils sont tous nuls, même ceux de l’ordre 1 qui se réduisent 
à un seul élément, toutes les dérivées partielles des u sont nulles et 
les u sont des constantes. 

90 Dans le cas contraire, soit p (p > 1) l’ordre maximum des déter- 
minants différents de O. Si p est < m, nous pouvons désigner par w;, 
U, + Up (puisque la numérotation est arbitraire) les fonctions qui entrent 
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dans ce déterminant différent de O, alors, tous les déterminants 
d'ordre p + 1 étant nuls, les autres fonctions w dépendent des précé- 
dentes (théorème IT). Donc, pour que les « soient indépendants, il 
faut que p = m. 

D'ailleurs cette condition est suffisante en vertu du théorème I, 
car, s’il y avait une relation entre u,, .… u», elle subsisterait en ne 
faisant varier que m quelconques des variables x et ie déterminant 
fonctionnel correspondant serait nul. 


$S 3. Equations linéaires aux dérivées partielles. 


22". Remarque préliminaire. — Dans l'étude des équations aux 
dérivées partielles, on a surtout en vue de ramener leur intégration 
à celle d’un système d'équations différentielles ordinaires. Le pro- 
blème ainsi posé est complètement résolu pour les équations du 
A+ ordre, mais nous nous occuperons seulement ici des équations 
linéaires dont la théorie est la plus simple. 


228. Théorie des équations linéaires et homogènes. — Considérons 
d'abord l’équation linéaire et homogène 


(1) x D RE  —- = 0. 
dans laquelle X;, X2, .… X, sont des fonctions ne et z une fonc- 
tion inconnue des n variables indépendantes æ;, æ, + 4. On suppose 
que la fonction inconnue 3 n'entre pas dans les coefficients X et qu'un 
au moins de ces coefficients n’est pas identiquement nul. Nous ad- 
mettrons que c'est X.. 


Posons le système d'équations différentielles ordinaires 
Ar red Alh 


@) Amd di 

et considérons un domaine dans lequel les rapports X: : X,, X3 : X;, 

et leurs dérivées partielles restent continues. Prenons æ comme 
variable indépendante ; les équations (2) admettent un système de 
solutions dépendant de n — 1 constantes arbitraires &,@ + am et 


de la forme (n° 120, 2°) 


Le — Do(d, Air Los Ans Ls = Dali, A), + En = On (di, %,e). 
Résolvons ce système d'équations par rapport aux constantes 
arbitraires ; il viendra 


(8) =, Us, + Uni = Ans, 
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en désignant par w,, 4, 1 des fonctions connues de &;, Zo,-Æn. 
Nous allons établir que de la connaissance de ces fonctions on 
peut immédiatement déduire toutes les intégrales de l’équation (1) et 
que l'intégration du système (2) ou de l’équation (1) sont deux pro- 
blèmes complètement équivalents. 
Nous commencerons par donner une définition qui facilite le lan- 
gage : 


DériniTion. — En vertu des formules (3), chacune des fonctions ,, 
U,.... Un_1 demeure constante quand æ,, &,... Æn Varient de manière 
à vérifier les équations (2). Une fonction qui ne se réduit pas iden- 
tiguement à une constante et qui possède ces propriétés s'appelle une 
intégrale des équations (2). Deux intégrales sont distinctes quand il 
n'existe pas de relation entre elles. Donc, quand on a intégré les 
équations (2), on connaît n — 1 intégrales distinctes w,, u,,... de ces 
équations, car, comme on peut les égaler respectivement à autant de 
constantes arbitraires distinctes, il ne peut exister de relations entre 
elles. 


Taéorëme I. — Toute intégrale du système (2) dans le sens précédent 
est une intégrale de l'équation (1). 
En effet, soit w une intégrale de (2) ; quand les x vérifient les équa- 
tions (2), on a, par détinition, 
ON — Fe is cSRT FRA + dxn = 0 ; 


d’où, en éliminant les dx, 


ou 
(5) D Xi + SEXE ue 0 
Cette équation est identique, car elle a lieu pour tout système de 
valeurs de x,, &,,... æ, vérifiant les équations (2), donc pour un sys- 
tème de valeurs particulieres quelconques, car celui-ci peut être choisi 
comme système de valeurs initiales. Donc « est une intégrale de (1). 


THéoRÈME Il. — Réciproquement, toute Ho de l'équation (1) 
est une intégrale du système (2). 

En effet, soit w une intégrale de (1) ; elle vérifie l'équation (5) ; si 
les x varient conformément aux équations (2), on peut remplacer 
dans (5) les X par des quantités proportionnelles dx et on obtient 
l'équation (4). Donc, du étant nul, 4 demeure eonstant et c’est une 
intégrale du système (2). 
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THéorRÈME III. — L’équation (1) ou le système (2) admettent n — 1 
intégrales distinctes u,, U3,... Un-1 ; toules les autres intégrales sont 
fonctions des précédentes et toute fonction © (u,, u:,... Un-1) est réci- 
proquement une intégrale. 

En effet, soient 4w,, Uo,... Un_1 les n — À intégrales distinctes obte- 
nues par l'intégration du système (2). Ajoutons leur une nouvelle 
intégrale quelconque w, ; nous aurens n identités 


OU; 
OT 


OU; 


X Et es ++ X, ML (i—1.9,...n) 


d’où, en éliminant les X (qui ne sont pas tous nuls), 


Cette identité prouve (n° 226) qu'il existe une relation au moins 
entre les u; mais, comme il n'y en à pas entre w,,... Un, il vient 
nécessairement | 

Un = D (Ui, Ua, Un-4). 

Réciproquement, toute expression de cette forme, demeurant con- 
stante AVeC U, U,... Un_1, St une intégrale du système (2), donc de 
l'équation (1). 

Il résulte de là que, si l’on a intégré le système (2), on connaît 
l'intégrale générale de (1). 

La réciproque est vraie. Si l’on connaît l’intégrale générale de (1), 
on en connaît (n — À) intégrales distinctes. En égalant celles-ci à des 
constantes arbitraires, on aura intégré le système (2). 

De là, la règle suivante pour intégrer l'équation (1) : 


RÈGLE. — Pour intégrer l'équation (1), on pose le système auxi- 
liaire (2), qui est un système d'équations différentielles ordinaires. En 
l’intégrant, on obtient n — 1 relations qu'on résout par rapport aux 
n — 1 constantes d'intégration. Les n — 1 fonctions u;, U2,... Un_1 qui 
demeurent constantes sont des intégrales de l'équation (1) et l'intégrale 
générale sera 


% = (WU, Use. Un-à), 
la fonction + restant arbitraire. Il n'y a pas d'autre solution. 


Comme application, intégrons l’équation des conoïdes px + qy = 0. 
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Il faut d’abord intégrer l'équation auxiliaire 


+ d’où 


L'intégrale générale cherchée sera 3 = ® «Eh C’est l'équation des 


conoïdes en quantités finies (n° 220). 


229. Théorie des multiplicateurs des équations homogènes. — DÉFINI- 
TION. — Représentors, en ahrégé, par R — Ole premier membre de 
l'équation (1). Jacobi appelle multiplicateur de l'équation R — 0, ou 
multiplicateur de R, un facteur M, fonction de æ,, &+, + &n, tel que le 
produit MR puisse se mettre sous la forme d’un déterminant fonctionnel 


Die NU 1) 


MR — 
d(æ;, Dos Ln ) 


les n — 1 fonctions x étant connues. 


THéorèME I. — Toute équation linéaire et homogène R = 0 de la 
forme (1) admet un multiplicateur M. 


En effet, soient w,, wo, … un_—1 un système de n — 1 intégrales dis- 
tinctes de l'équation R — 0. Comme X, n’est pas nul et que, par suite, 
æ, n’est pas une intégrale de R = 0 (R se réduisant à X, pour z = æ:), 
les fonctions æ,, 4, + Un sont indépendantes, par conséquent, le 
déterminant à, suivant 


SE VE d(@,, U, Ua + Un—1) _ dur. + Un —1) 
s d(æ,, @, &3, + n) A(S3, + Æn) 


n’est pas identiquement nul. 
Considérons le système de n identités, linéaires en X,, X2, + X», 


OZ 0z dz 
Gra +- pe + ee + X» De —kR, 
Ou; OU; OU; AS 
SG Re PTS + Xn Dar () 
ON) 


dont la première sert de définition à R et les autres expriment que les 
u sont des intégrales. Multiplions-les respectivement par les mineurs 
8,, de, … relatifs aux éléments de la première colonne du déterminant du 
système, qui n’est autre que le déterminant fonctionnel 


d(z. U;, 7. Un — 1) 
d(æ,, &,,-æn) 


, 
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et ajoutons. Il vient identiquement 


d(z, Us "> + Un — 1) 
! d(æ,, æ, On ) æ E 


Comme d’ailleurs à, n’est pas nul, le déterminant fonctionnel ne peut 
être identiquement nul non plus. On voit donc que M = 0, : X, qui ne 
contient pas z est un multiplicateur de R. 


THÉORÈME [I. — Si l'expression 


est elle-même un déterminant fonctionnel 


d(Z,U,, Uo «+ Un — 1) 
d(æ;, Ds Las vs Zn) : 


on aura identiquement 


OX: , OX: OXn 
(6) dm 0 0e RE 
On a, en effet, 
x __ Q(u;. Uy, ++ Un — 1) de (ui, We, +++ Un) 
ERNST es ; TT TE 2» CO 
(æ,, La ee Cn) (@;, Las LT Ln) 


Done l’expression (6) est linéaire par rapport aux dérivées secondes 
des fonctions w. Je dis que chacune de ces dérivées a pour coefficient 


zéro : il suffit de l’établir pour l’une d'elles, Re nue par exemple. Celle-ci 


ne se trouvera que dans les deux premiers ities de (6), savoir 


OX NO Fa PORTA +4 


Concerne 
OX, _ _ 0 [Ou dm) 
0x2 a! OX Ée d(æ., .… Œn) - | 


Ou RM: 
Donc les deux coefficients de l_ se détruisent. 


THÉORÊME III. — Réciproquement, si l'on a identiquement 
oX; OX. OXn ais 


R est un déterminant fonctionnel. 
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En effet, soit M le multiplicateur de R obtenu dans la démonstration 
du théorème I ; MR sera le déterminant fonctionnel 


d(z, Wen Gains Un—1) 


7 MR — 
d(æ:, Do Das ** Zn) 


considéré dans cette même démonstration; et l’on aura, en vertu du 
théorème Il, 


_ x.) ue MX») | 


++ SEE à 0. 


+ ——— 


Mais cette identité se réduit, en vertu de (6), à la relation 


0M 
me + Xe Que ANS Arr = 0. 


Donc, M étant une intégrale de R = 0, on peut poser 
M — UTR Uz, ve Un.) 


Déterminons par une quadrature U, _, en fonction de w,, wo, +++ Un—4, 
par la relation 


qui peut aussi s’écrire 


ave, U;, Uo, LCA Un —2 ter) al. 
d(z, U,, U,, +++ Un _ 2 Un —1) M ° 
la relation (7) donnera, par les propriétés des jacobiens (n° 15), 
_—. d(z, Ui, Un—2; Un—1) d(z, Us Us, Un—1) 
d(Z,U, + Un_9, Un_1) dti, Li, Ma, «+ An) 


BR — Us ts Une, Uni) 
(D Dates De 1 En) 
Donc R est un déterminant fonctionnel. 


Les théorèmes II et III conduisent à la conclusion suivante : 


THéoRÈME IV. — Les multiplicateurs de R — 0 sont les intégrales de 


0æ, LEE A ONE . 

TaéoRème V. — Si l'on connaît un multiplicateur u deR = 0, on 
obtient tous les autres en multipliant u par l'intégrale générale z de 
R === 


mn DO 


En effet, si l’on substitue M = 2 dans l’équation précédente, qui est 
celle des multiplicateurs, il vient, pour déterminer z, 


OuX; _. | | Ôdz NOz | 
ES ++ EU MEN à À 


et, comme le premier crochet est nul, cette équation se réduit à R = 0. 


230. Equations aux dérivées partielles linéaires de la forme la plus 
générale. — Soit x une fonction inconnue de æ,, x, … 2. Désignons- 
par D; Do, + Pn les dérivées de x par rapport à chacune de ces varia- 
bles. Soient enfin X,, X.,... X, et Z des fonctions données de x,.… 
a et ?, l’une au moins X, des fonctions X n'étant pas identiquement 
nulle. 


L'équation linéaire la plus générale est de la forme 
Xp + XoPe + + + XnPn = Z 
ou 
(8) D — Xp — XoPe — 2 — XnPn = 0. 
RÈGLE D'INTÉGRATION. — Pour intégrer cette équation, on pose le sys- 
tème auxiliaire d'équations différentielles ordinaires 


9) dæ, _dæ, dt __ dz 
X, NES ENT EVA 
On intègre ce système, et en résolvant par rapport aux constantes 
arbitraires, on obtient le système de ses n intégrales distinctes : 


pif, Las + En, À) = 
11,2, .n) 


L'intégrale générale de l'équation (8) est la fonction implicite x défi- 
nie par la relation 


F(y:, Pos et On) Ru 0, 


F désignant une fonction arbitraire. Exceptionnellement, il peut y 
avoir une solution singulière ne rentrant pas dans la précédente, mais 
ne contenant rien d'arbitraire. 


Démonstration. — Nous allons établir ce théorème en suivant, sauf 
quelques modifications, la méthode de Gilbert, qui ne laisse échapper 
aucune solution. Elle consiste à mettre le premier membre de l'équa- 
tion (8) sous forme de déterminant fonctionnel, 
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Désignons, en abrégé, par R le premier membre de l'équation (8) 
et considérons le système d'identités, linéaires en X;, Xe, + Ni. 


R=/2 Ur CT NET ELr XnPn 
__ q 9 dpi dpi dpi 
(10) = L dx A X: 0x; Gi X2 ÔL: a Fe 4e Xn On’ 
G = 1,2, mn 


dont la première sert de définition à R et les suivantes expriment que 
les + sont des intégrales de (9). Le déterminant À de ce système n’est 
pas identiquement nul, car, si on le développe par rapport aux élé- 
ments de la première ligne, on à 


NN À —D;: —Pn = ÿ pô, — Dodo — «+ — Prdn 
CM TT 


0% 02% On 


pr LOpHr SN OP 


dé On n 


et les mineurs 5, Ô,, + à, Sont des fonctions explicites de æ, ++ &n et * 
seulement, dont l’une au moins n’est pas nulle, puisque les n fonc- 
tions Y sont indépendantes [ne 226, théorème I). 

D'autre part, je dis que À peut se mettre sous forme de déterminant 
fonctionnel 


Â — d(?:; Peas On) 
d(x;; do, ** Zn ) 


? 


à condition de calculer les dérivées partielles des # en considérant z 
comme fonction de &, Ze, Zn: En effet, on peut ajouter aux élé- 
ments de la deuxième colonne, puis à ceux de la troisième, .… les 
éléments de la première multipliés par pi, puis par Ps, I vient ainsi 


KE 1 0 0 
dr pin PL 0p1 9 
0%  OÔx F Pi Ôz ox AA Ôz 
Jon. pn |, VPn pn 17 Vpn 
or or ET E 


et, par conséquent, 
di 


ce qui est bien un déterminant fonctionnel calculé en considérant z 
comme fonction des zx. 

Si l'on veut tirer X, du système (10), il faut multiplier ces équations 
par les mineurs de A relatifs aux coefficients de X, et ajouter. Le 
premier de ces mineurs étant à,, il vient ainsi Rô, = X, À. Donc 5, 
n’est pas identiquement nul, puisque X, et A ne le sont pas ; et nous 
avons l'identité | 


Xi) à = (Xi) ds Pas re Pn) 
Es) SES 


L'équation proposée R — 0 est donc identique, à un facteur près, à 


d(v:, Pos ts On) 2e 0. 


d(x, Lo, Zn) 


Sous cette forme, elle exprime que la fonction z de Li, 2:40 000 
être choisie de telle facon qu’il existe entre les fonctions e une 
relation indépendante des variables +. Par conséquent, pour qu’une 
fonction x vérifie l'équation (8), il faut et il suffit qu’elle soit com- 
prise dans la relation Foi. pe, on) = 0. 

Les seules solutions qui puissent échapper à cette relation doivent 
annuler le facteur négligé X, : Ô,, lequel est une fonction explicite de 
Ts + n et. Donc, si l’on peut tirer une valeur de z de la relation 
X, : à, — 0, ce sera une solution ne contenant rien d’arbitraire. On 
lui donne le nom de solution singulière. 

Quand elle existe, la solution singulière peut se trouver sans inté- 
gration. En effet, nous venons de montrer qu’elle doit annuler tout 
facteur X, qui n’est pas identiquement nul. Par conséquent, elle doit 
annuler tous les coefficients X,, X2 + Z de l'équation (8) et, s’il 
existe une fonction x satisfaisant à cette condition, ce sera évidemment 
une intégrale et on la trouvera sans intégration. 


231. Exemples. — I. L’équation des surfaces cylindriques est (n°217) 
ap + bq =". 


— 9259 — 
Pour l'intégrer, on forme le système auxiliaire 


dx dy dx var Z—ar = 4, 
—= =, d'où 
a b 1 y — bz = À. 


L'intégrale générale sera 
F(x — az, y — b2) = 0. 
IL. L'équation des surfaces coniques est (n° 218) 
(x — a)p + (y—bg=2—0. 


Le système auxiliaire sera 


/ Dane) À 
dx _ dy _ dz d'où AC 
DA D SC y — b 

D Mlle 


L'intégrale générale sera, 


III. L'équation des surfaces de révolution est (n° 220) 
(ey — bz)p + (az — cx)g = dx — ay. 
Le système auxiliaire est 


des dyo uv 0142 
cy—bz ax—cx ba—ay 


On le ramène à un système linéaire en égalant ces rapports à la 
différentielle dt d’une nouvelle variable. II vient 


dx = (cy — bz)dl, dy = (ax — cx)di, ds = (bx — ay)dt. 
On en tire deux combinaisons immédiatement intégrables : 

| xdx + ydy de; d'où a +y +e =, 

| adx + bdy -+ cdz = 0, . la + by + ca = À. 


C'est le système des intégrales du système auxiliaire, résolu par 
rapport aux deux constantes. L'intégrale générale de l’équation aux 
dérivées partielles sera 


Far + y + 2, ax + by + ca) = 0. 
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S 4. Equations aux différentielles totales 
entre trois variables. 


232. Intégrabilité complète, — Considérons l'équation 
(1) de = X (2,y,2) dx 4e à (x,y,2) dy, 


dans laquelle x et y sont des variables indépendantes, z une fonction 
inconnue de ces deux variables, enfin X et Y des fonctions données 
de æ, y et x, admettant des dérivées partielles par rapport à chacune 
de ces variables. * 4 

L'équation (1) est une équation aux différentielles totales. On dit 
qu'elle est complètement intégrable, si elle admet une intégrale renfer- 
mant une Constante arbitraire, en d’autres termes, s’il existe une 
relation unique 


(2) x = (t,y,a), 


renfermant une arbitraire «, dont l’équation (1) soit la conséquence. 


2338. Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation (1) soit complètement intégrable est que l’on ait, identique- 
ment (x, y et x restant donc arbitraires), 


OX OX AUOY OY 
(3) Our À 0 02 VO DD 


Pour montrer que cette condition est nécessaire, substituons la 
valeur (2) de 4 dans l'équation (1) ; le second membre deviendra une 


différentielle totale exacte à deux variables x et y. Donc on aura, 
pour tout système de valeurs x et y, l'identité 


OX , OX Op _OY , OY de 


0y 020 0ÿ 00 0t, Oz tort 


Mais © (x, y, a), étant une intégrale de (1) par hypothèse, ses deux 
dérivées partielles sont X{x, y, œ) ét Y(x, y, v). Donc la relation (3) est 
identiquement satisfaite pour tout système x, y quand on y remplace 
3 par © (%, y, a). On en conclut qu’elle est identique avant cette sub- 
Stitution, c’est-à-dire qu’elle a lieu pour tout système de valeurs de 
Z, Y, ?, Car, x et y étant donnés, on peut disposer de l'arbitraire & de 
manière à donner à © (donc à +) une valeur arbitraire. Donc la condi- 
tion (3) est nécessaire. 
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Cette condition est aussi suffisante, car, si elle a lieu, le théorème 


suivant prouve qu’il existe une intégrale renfermant une constante 
arbitraire : 


234. Théorème II. — Supposons que l'identité (3) ait lieu et soit 
Los Vos 0 Un système de valeurs initiales arbitraires des variables ; si les 
FRE Xe ON , 
dérivées partielles DE el pr sont continues aux environs de ces valeurs, 
À 
l'équation (1) admet une intégrale x = 9 (x, y) et une seule se réduisant 
à 3%, au point (to, Yo). 
Nous allons montrer, en effet, que cette intégrale peut s'obtenir par 
l'intégration consécutive des deux équations différentielles ordinaires 


dé dz 
= À PAS 


y dans la première et x dans la seconde étant considérés comme des 
paramètres. 
Intégrons d’abord l’équation entre € et x. 


ide 
(4) FX (&, Yos €] 


et déterminons son intégrale € — v (x, yo) qui se réduit à 4, pour 
xz = %,. Comme SE est continue, cette intégrale existe et est unique. 


Intégrons ensuite l’équation entre + et y (x étant considéré comme 
un paramètre) 


(5) E = Y (2,9, 4) 


et déterminons son intégrale 3 = o(x, y) qui se réduit à € pour y = Yo. 

Gomme est continue, cette intégrale est aussi déterminée et unique. 
Je dis que + = y (x, y) est l'intégrale cherchée de l'équation (1). 
En effet, o (x, y) se réduit à € pour y = y, et, par suite, à 3, au 


point (2, Y,). D'autre part, puisque + (x, y) est une intégrale de (5), 
on a déjà | 


gx, y) | 
6 IS — 
(6) = Y (4,9) 
Il reste donc seulement à montrer que l'on a aussi, quand x seul 
varie, | 


Op(x, y) _ 
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Cette relation a lieu pour y — y,, car elle se réduit alors à l’équa- 
tion (4). Pour établir qu’elle subsiste pour les autres valeurs de y, il 
suffira donc de montrer que, si l’on pose 


de(x, 

(7) RU Lx (œ,y,g) + 

la fonction w, qui est nulle pour y = y,, reste nulle quand y varie. 
A cet effet, calci lons sa dérivée par rapport à y; on a 


Ou dy OX OX 0v () ze) OX OX 0 


ES O——… D O—— = e 


Ôy 0% O0y 


EE © me  —— 


0y OxÔ0y 0% 0y  Ox \dy 


Remplaçons as par sa valeur (6), et observons que, pa (7), 


Kat de. 
SE WP dx =F+E rw 
il vient, par l'identité (3), 


Ou OY OY OX. 0x OY 


Donc u, considérée comme fonction de y, vérifie l'équation linéaire 
du OŸ 
FA Us et s'annule pour y = y,. Mais u — 0 est une intégrale 
particulière satisfaisant à cette condition initiale ; et il ne peut yen 
avoir qu’une, puisque & est continue ; donc w est constamment nulle, 
C. Q. F. D. 

Réciproquement, toute intégrale de (1) ayant pour valeur initiale %o 
doit satisfaire aux équations (4) et (5) (conditions initiales comprises) 
et, par conséquent, cette intégrale est unique. 

Remarque. — On conclut de là que l'intégrale générale de (1) doit 
dépendre d’une constante arbitraire permettant d'attribuer à z la 
valeur arbitraire 3, au point &o, Yo. 


235. Théorème et méthode d'intégration de Mayer. — Quand l’équa- 
lion (1) est complètement intégrable, son intégration dépend de celle 
d'une seule équation différentielle ordinaire renfermant un paramètre 
ar bitraire. 

Soit # la valeur arbitraire de 4 au point &,, Yo, les conditions de 
continuité étant supposées satisfaites dans le voisinage de ces valeurs 
initiales : l'intégrale sera complètement déterminée en un point quel- 
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conque æ, y par sa valeur initiale x,. Donc, pour en trouver Ja valeur, 
il suffit de faire varier +, y en ligne droite depuis l’origine jusqu'en ce 
point. 

Pour simplifier l'écriture, nous supposerons que l'on choisisse 
l'origine comme point initial dans le plan +, y. Il suffit d’ailleurs, 
pour ramener le cas général au précédent, de changer æ en x, + & el 
y en y, + y dans l'équation, ce qui revient à un déplacement d’axes 
dans le plan #, y. 

Pour déterminer la valeur au point x, y de l'intégrale qui a pour 
valeur x à l'origine, joignons donc l’origine à ce point par une droite. 
Le long de celle-ci, on aura, À désignant un paramètre constant, 


y = x 
et, en portant cette valeur dans l'équation (1), 
(8) dé = (X + ÀŸ) dx 


Il suffit d'intégrer cette équation (8) pour en déduire l'intégrale dé 
(1). En effet, soit 


F (x, z, À) = const. 


l'intégrale générale de (8) résolue par rapport à la constante d'inté- 
gration ; l'intégrale particulière 2 de IGN JAERE 3 est la fonction 
implicite définie par l'équation 


F2 = F(0,%, À). 


Sa valeur au point x, y se tire de cette. relation en remplaçant À par 
y : æ. On obtient ainsi l'intégrale de l'équation (1) : ce sera 


(9)  F(as)=r(0,x,) 
Hh LC | 


et elle dépend d’une constante arbitraire 24. 


Remarque. — En principe, la méthode de Mayer ne fournit l'inté- 
grale de valeur initiale 4, que dans un dorhaine où Îles conditions de 
continuité supposées dans les théorèmes précédents se vérifient. 
Mais, dans la plupart des cas pratiques, les calculs conduisent à 
définir l'intégrale par une équation entre des expressions littérales qui 
se dérivent toujours par les mêmes règles, de sorte que la formule 
démontrée dans un domaine restreint subsiste d'elle-même dans un 
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domaine quelconque. Toutefois cette remarque ne peut être présentée 
avec toute la précision, qu’elle comporte qu’en s'appuyant sur les 
propriétés générales des fonctions analytiques, qui ne seront exposées 
que plus tard. 

Dans les applications que l’on rencontre, le plus simple sera géné- 
ralement de choisir l’origine æ, = y, — 0 comme point initial dans 
le plan x, y Mais on ne le peut pas toujours, parce que les conditions 
de continuité peuvent tomber en défaut en ce point. On fait alors le 
changement d’axes préalable indiqué dans la démonstration précédente. 


Exemple. — Soit l'équation 


2 xz dx + 2 y dy 


de A — x? — 2 y°3 


Elle satisfait à la condition d’intégrabilité complète et aussi aux 
conditions de continuité aux environs de æ = y = 0. Cherchons lin- 
tégrale + qui a pour valeur à l'origine. 

Posons y = At, dy = À dx et chassons le dénominateur, il vient 


dé (A — x?) — 9 xx dx = 2 À (x°3 dx + xx? dx) 


Les deux membres sont des différentielles exactes, l'intégrale de 
cette équation différentielle ordinaire sera 


& (1 — 2°) — atz? = const. = %e 
et celle de l’équation aux différentielles totales 
2 (1 — 2?) — VE = %0. 
236. Forme symétrique de l'équation. — L’équation plus symétrique 
(10) À dx + B dy + G dx = 0 


où, À, B, C sont des fonctions données de x, y, * et où G n’est pas 
nul, se ramène à la précédente en la résolvant par rapport à dz. La 
condition d’intégrabilité complète est donc 


+ ()-+ 2.(à) = ele A 0 : 
C 03 0x C 
ou, tous calculs faits, et sous forme symétrique, 


0B oC 
(1) A) +8 ( Um R)+c (5 PIN. 


2 een 


Quand cette identité a lieu, l'intégration de l'équation (10) peut se 
faire par la méthode de Mayer, On a d’ailleurs la liberté de résoudre 
à volonté par rapport à dx. dy ou dx et de considérer æ, y Ou 3 comme 
l’inconnue. On choisira comme inconnue celle des variables dont la 
détermination paraît la plus facile. 


23'7. Multiplicateur ou facteur intégrant, — Quand la condition 
d'intégrabilité complète (11) est vérifiée, il existe un facteur p fonclion 
de x, y, x tel que l'expression 


u (À dx + B dy + Cdz) 


soit une différentielle totale exacte. 
En effet, l'équation (10) admet une intégrale renfermant une con- 
stante et qui, résolue par rapport à cette constante, prend la forme 


(12) Pr (, y, 3) = &. 


On en tire, en différentiant, 
F' de + F, dy + EF: di = 0 


et, en identifiant la valeur de d« qui s'en déduit avec celle fournie par 
l'équation (10), 
NP 
(13) RSC 
Ces relations ne contiennent plus « et elles ont lieu pour tout 
système de valeurs de x, y, % satisfaisant à (12), donc pour un système 
quelconque (to, Yo; #0), Car On peut faire « = F (do, Yo, 20). GE SOI 
donc des identités. Appelons u la fonction de x, y, % définie par l’un 
de ces rapports, on aura identiquement 


à (A de + B dy + Gide) = Fe dm + Fy dy + Fe de = dF(a, y ,2), 


ce qui prouve le théorème. 


238. Solution singulière. — Quand l'équation (10) est complète- 
ment intégrable, elle peut admettre, en outre de l'intégrale qui renferme 
une constante arbitraire et qu’on appelle l'intégrale générale, une 
solution singulière ne renfermant rien d’arbitraire. On obtiendra 
d'ailleurs immédiatement cette nouvelle solution quand l'intégrale 
générale sera connue. 
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En effet, supposons connue l'intégrale (12); on en déduit, immé- 
diatement un multiplicateur w en formant l’un des rapports (13); il 
vient alors 


A dæ + B dy + C dx = À d Via, y, 2). 


L'équation ne peut donc être vérifiée que de deux manières : 

1° En posant F = « : c’est la solution générale ; 

2° En posant 1 : a — 0. Si l’on peut tirer de là une valeur de %, Ce 
sera la solution singulière. 


239. Remarque. — La méthode de Mayer est la méthode d’inté- 
gration la plus simple au point de vue théorique. Mais, en pratique, 
on n'a guère l'occasion de s’en servir, parce que l’on ne rencontre 
que des exemples très simples, pour lesquels on aperçoit facilement 
un multiplicateur. Dans ce cas, on obtient, immédiatement l'intégrale, 
Soit, par exemple, l'expression 


2 3 (dx — dy) + (x — y) dx = 0. 


Elle est complètement intégrable. On sépare la variable + de x et y 
en divisant par 3 (æ — y), ce qui est donc l'inverse d’un facteur inté- 
grant. Il vient 


2 (dx — dy) 


dz 2H 
D HAN ou (T — y) = «à 


c'est l'intégrale générale. Il y a une solution singulière 4 = 0, qui 
rend infini le multiplicateur 1 : * (& — y). Si l’on ne prenait pas z 
comme fonction inconnue, la solution siugulière serait x — y = 0. 


240. Intégrabilité incomplète, — Si l'équation 
(14) d = X dx + Y dy 


ne satisfait pas à la condition d’intégrabilité complète, on ne peut pas 
la vérifier par une fonction 4 des deux variables x et y qui dépende 
d’une constante arbitraire. Mais on le pourra peut-être par une fonc- 
tion 4 = + (x, y) sans constante arbitraire. En vertu de la démonstra- 
tion du théorème I, celle-ci doit nécessairement rendre identique la 
condition 


CARTER OXMRON. 
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Donc la fonction + = + (x, y) se tire nécessairement de cette rela- 
tion quand elle existe. 

Donc, pour reconnaitre s'il existe une solution et pour la trouver, 
il suffira de résoudre la relation (15) par rapport à + et de substituer 
la valeur trouvée dans l'équation (14). Si celle-ci est vérifiée, ce qui 
sera l’exception, la valeur trouvée sera une intégrale, mais nous 
dirons que l’intégrabilité de l'expression (14) est incomplète. 


En voici un exemple : Soit équation différentielle 
de = 2 (dx + x dy). 
La relation (15) est 
23 = % + T2, d’où 3 = 0. 


Or 4 — 0 satisfait à l'équation différentielle. C'est donc une intégrale 
et la seule. 


8 5. Equations ou systèmes d'équations 
aux differentielles totales à un nombre quelconque 
de variables. 


241. Une seule équation aux différentielles totales. — Soient X,, 
X,,.. XA des fonctions données de variables indépendantes æ;,%e,.. Zn 
et d’une fonction inconnue +. Considérons l’équation 

n 
(1) di = 2 X; d&; 
À = 
On dit que l’équation est complètement intégrable s’il existe une rela- 


tion unique entre æ&,... Æn, 7, dépendant d’une constante arbitraire, dont 
l'équation (1) soit la conséquence. 


THÉORÈME I. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’équa- 
tion (1) soit complètement intégrable est que l’on ait les 20 identités 


ee Mori: + (Acer, anus 


(2) 

En effet, l'équation (1) doit être complètement intégrable quand on ne 

fait varier que deux x; et x des variables æ, ce qui exige qu’on ait les 

identités’ précédentes. D'autre part, ces conditions sont suffisantes en 
vertu du théorème suivant : 


Tuéorbme LI. — Si les identités (2) ont lieu et qu'on désigne par a, Zo 
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un système de valeurs initiales arbitraires des n + À variables æ; et z, 
l'équation (1) admet une intégrale et une seule z — (tr, Ame 


e « e —. » Â 0 
réduisant à 3, au point (x, 2). On suppose les dérivées ar Conti 


nues dans le voisinage des valeurs initiales æ? et Z0. 

Le théorème est vrai pour deux variables indépendantes (n°223). Sup- 
posons qu'il soit déjà démontré pour n — 1, nous allons montrer qu'il 
subsiste pour 7. 

Pour plus de ciarté, désignons la variabl : Æn par y et le coefficient X, 
par Y. L’équation (1) prend la forme 


La 
(8) de SR UE 
t—1 


et pour # — n, les identités (2) sont remplacées par 


CSP CNED D Le 


Laissons d’abord y constant. Sous Les conditions admises, il existe une 
intégrale € de l'équation 


n—1 
(5) (14 = À X; (20) Loyess Y, &) dx; 
i=1 


< >: 
et une seule qui prend la valeur 2, au point (Hors %p). 

Cette intégrale ayant été déterminée, faisons varier y seul, et cher- 
chons l'intégrale unique et bien déterminée de l'équation 


dz N 


qui se réduit à € pour y — y,. Je dis que cette intégrale z = & (x, y) 
sera aussi l'intégrale cherchée de l'équation (3). 

En effet, cette intégrale se réduit à z, au point (xt, y.) et l’on a, 
? étant une intégrale de (6), 


y — T5 %,... y, @). 
Il reste donc simplement à montrer que l’on à aussi, pour chaque 
indice À en particulier, 


Ô 
D AY X;(æ, Loyeee Y, g) 


Cette relation a lieu pour y = y, à cause de (5). Pour prouver qu’elle 
subsiste quand y varie, il n'y à qu'à reproduire la démonstration du 
n° 234 en affectant de l'indice i les lettres æ et X de cette démonstration. 
Le théorème est donc établi, 
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THÉORÈME ET MÉTHODE D'INTÉGRATION DE Mayer. L'intégration d'une 
équation aux différentielles totales complètement intégrable entre n + 1 
variables revient à l'intégration d'une seule équation à deux variables 
renfermant n — 1 paramitres arbitraires. 

Considérons l'équation (1) et supposons que les conditions de conti- 
nuité aient lieu pour le système de valeurs initiales à = 0, 3. Au 
besoin, on réaliserait cette condition par un déplacement d’axes dans le 
domaine des &;. Cherchons alors l'intégrale qui a pour valeur z, à l'ori- 
gine des &;. On peut aller en ligne droite de l'origine des æ; au point 
quelconque æ,, æ,... ænet, pour trouver la valeur de z en ce point, il 
suffit d'intégrer le long de cette droite. On a, les X étant constants dans 
cette hypothèse, 


Lo —= ne T3 == re . Ln —= Ân LA 
et, en substituant dans l’équation (Le 
ds = (Xi + Xe + + + An Xn) du. 


Cette équation-ci est une équation différentielle ordinaire. On résoudra 
son intégrale par rapport à la constante d'intégration et on choisira la 
constante de manière que z ait pour valeur initiale z,. Il viendra ainsi 


F(z, &i, ko, ge. Mn) = Const = F(30, 0, Joe nel: 


La valeur de z au point &,,æ,.... æ, s’en déduit en éliminant les À, on 
obtient ainsi l'intégrale générale de l'équation (1) sous la forme 


Ds Ds Un De Lg œ 
(2, XL, (2 0, CAE EN OC AC 1 
% Li D COR ET æ) 
FORME SYMÂTRIQUE DE L'ÉQUATION. — On peut aussi considérer l’équa- 


tion aux différentielles totales, plus symétrique : 
X,dæ, + XX — so» ee X dUr = 0. 


On la ramène à la forme précédente en la résolvant par rapport à l'une 
des différentielles qu’elle contient, considérée comme celle de l’inconnue. 
La condition d’intégrabilité complète s'établit comme dans le cas de trois 
variables. Il faut que les identités 


X X X; OX; 0x 
OX OX OX Ô Jo k 


om — Rte Pr 7 


. Ôx k 0%; 


aient lieu pour toutes les combinaisous des indices à, k, L. Mais toutes 
ces équations ne sont pas indépendantes. Si l’on choisit l'indice à de 
manière que X; diffère de O, il sufira que les identités aient lieu pour 
toutes les combinaisons 4, {, car ces conditions suffisent pour que l'ex- 
pression résolue par rapport à dx; soit complètement intégrable. 
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Quand l'équation est complètement intégrable, elle admet un multipli- 
caleur. Quand on connaît l'intégrale générale, on peut en déduire un 
multiplicateur et, connaissant un multiplicateur, on peut en déduire la 
solution singulière, comme dans le cas de trois variables. 


242. Systèmes d'équations aux différentielles totales. — Pour sim- 
plifier l'écriture, nous allons considérer un système de trois équations 
seulement, mais les formules, les démonstrations et les théorèmes s'éten- 
dront d'eux-mêmes à un nombre quelconque d’équations. 

Considérons donc le système de trois équations simultanées entre trois 
fonctions inconnues æ, y, z de n variables indépendantes li, LEP AERE 


n ñn n 
À 4 1 


les lettres X, Y, Z désignant des fonctions des £ seulement. Nous défini- 


rons le symbole d'opération 57; » €n posant 
ù 
Ô Ô Ô Ô () 
(8) TS TR 1 NES 


Cette opération consiste donc à dériver par rapport à #; en considérant 
æ, y, z comme fonctions de /; puis à remplacer les dérivées de æ, y, 2 
par rapport à 4 par leurs valeurs tirées du système (7). 

On dit que le système (7) est completement intégrable s’il admet un 
système d’intégrales renfermant trois constantes arbitraires distinctes 
c’est-à-dire permettant d'attribuer à æ, y et z des valeurs initiales arbi- 
traires. 


THÉORÈME I. — La condition nécessaire et suffisante pour que le sys- 
tème (7) soit complètement intégrable est que les identités 


PL D NS CRE EE 
SAMRUETE TEE 4 CPR 


soient vérifiées pour toutes les combinaisons d'indices i, k. 

La condition est nécessaire, En effet, l'existence des intégrales étant 
admise, ces relations sont satisfaites quand on remplace x, y, z par leurs 
valeurs en fonction des # et des constantes arbitraires, car les seconds 
membres des équations (7) sont alors des différentielles totales exactes. 
Mais &,y,2 sont arbitraires avec les constantes, donc les relations 
sont satisfaites par tous les systèmes de valeurs de £, NUE 

La condition est suffisante, en vertu du théorème suivant : 


THÉORÈME II. — Soient }... & et Lo, Yo, Zo Un système de valeurs 
initiales des variables aux environs desquelles les dérivées partielles pres 
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mières des coefficients X, Y et Z par rapport aux inconnues æ, y et z 
soient continues. Si l’on a les identités (9), il existe un système de 
fonctions æ, y, z et un seul prenant les valeurs initiales Zo. Yo, Zo AU 
point (4... tn). 


Quand les variables £ se réduisent à une seule, les équations (7) 
forment un système d'équations différentielles simultanées ordinaires. 
Dans ce cas, les conditions (9) disparaissent et l’existence des intégrales 
est établie, On peut donc considérer le théorème comme vrai dans le cas 
d’une seule variable é. 

Pour montrer qu’il est général, nous le supposerons donc déjà démon- 
tré pour n— 1 variables £ et nous allons montrer qu’il subsiste par n. 

Laissons d'ab5rd &, constant ; remplaçons æ, y, z par Ë, n, & et cher- 
chons les intégrales £, n, € du système 


n—1 


n—1 n—1 
(10), Œ—EX;d4, dn = Z Y,; dt, dé = 2 Zadt; 
1 1 1 


ren FR srENO | 
qui se réduisent à &o, Yo, 0 AU point #,... 4-4. 

Celles-ci trouvées, ne faisons plus varier que #,, et cherchons les inté- 
grales æ&, y, z du système 


da GUESS dz 


(11) a Te GA Es — 2m, 


qui se réduisent à £, n, 6 au point é». 


Je dis que ces intégrales æ, y, z, considérées comme fonctions de 
toutes les variables {, seront les intégrales cherchées du système (7). 


En effet, elles prennent les valeurs &, Yo, 4 au point (4... &). 
D'autre part, on a, puisque ce sont les intégrales de (11), 


Le 0y RON 


Il reste donc à montrer que l’on a aussi, pour un indice à autre que n, 


OI OU ONE 
CR CT 


Ces relations sont vérifiées si 4, == {», car, (æ, y, z) se réduisant à 
(ë, n, €), elles se tirent de 10). Pour montrer qu’elles subsistent pour les 
autres valeurs de é, , posons | 


Ôx Ôy Ôz 


(13) ee Pan a nt BIRT e IRR NE 
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et montrons que %, v, %, qui sont nuls pour #, = 4, restent nuls quand # 
varie. 

A cet effet, calculons les dérivées de w, v, w en ne faisant varier 
que , . On a | 


du. du 0 OK de OK Ne 
din M Ot; ti On Jn Où On kA Ôy On 0z On 


ou, en abrégé, eu égard aux relations (12) et (8), 


Cité LONO OR ROC 
HET Ot; din / Ôn 


Mais, puisque <= = X,, il vient, eu égard à (138), 


0 [0m \ _ 0Xn, 0X Xn à 2x 0: 
0t; ) a LP _. 7 m7 Ur 


Tan MH Gt PO NO 


Portant cette valeur dans l'équation précédente, on obtient, grâce à (9), 
la première des trois équations du système suivant (les deux autres 
s’obtenant par un calcul analogue) : 


f du x OXn OXn OXn, 
| de 0e TR 
dv fr OX» On OYn 
| a 0e eo I RE ER 
do _, On |, On OZn | 
LL Ta uit 0m Ne ouai Mo 


C’est un système d'équations différentielles ordinaires entre w, v,wett} . 

On obtient un He d’intégrales s'annulant pour é, — ty en posant 
uw = v — 1% =:0 etil n’y a pas d'autre système satisfaisant aux mêmes 
conditions initiales, donc %, v et sont bien nuls. 


MÉTHODE D'INTÉGRATION DE MAyErR. — L'intégration du système (1) 
complètement intégrable à n variables indépendantes, revient à l'inté- 
gration d'un système d'équations différentielles ordinaires renfermant 
n — 1 paramètres arbitraires. 

En effet, supposons les conditions de continuité relatives aux valeurs 
initiales réalisées pour un système de valeurs nulles des & et les valeurs 
Go, Ye et 20 des fonctions inconnues. Au besoin, on réalisera cette con- 
dition par un déplacement d’axes. Cherchons le système d'intégrales 


— 213 — 


æ, y, ayant ces valeurs initiales à l’origine des £. Allons en ligne droite 
de l’origine des é au point quelconque #, 4,... ên et intégrons les équa- 
tions (7) le long de cette droite. On a, les À étant constants, 


b = Xi, ta = gts ce in no tn 
et, en substituant dans les équations (7), il vient (x, — 1) 


dx 
dt, 


dz 
dt; 


ES LX,. Lars 
F 2227 dt, ; 2-7 


ñn 
= ZE ii, 
1 
C’est un système d’équations différentielles ordinaires. Les intégrales, 
résolues par rapport aux constantes d'intégration, seront 
Fi (æ, U, 4, ty EEE An) = 4, F, = , F; = 7. 


On détermine les constantes de façon que , y, 3 aient les valeurs 
initiales %o, Yo, 4e pour é, = 0 ; il vient ainsi 


F5 (æ, Y, %; di, hope. An) a Fo (To, Yo; 20; 0, ke. Àn) 
(21213) 


Les valeurs de æ, y, z, au point quelconque #,... ên s’en déduisent en 
éliminant les À; ce sont les fonctions implicites définies par le système 


œ LTn Lo Tn 

Fi (a AE 2.2) LP (e Zo, O, —<1— 

è > Yo so 1» æ: Zn î 0) Yo, Os ’ æ æ 
(i = 1,2, 3) 


Ces équations fournissent les intégrales cherchées. 
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CHAPITRE VI. 


Questions spéciales : 
Fonctions circulaires et Eulériennes: Séries de Fourier. 


$ 1. Expressions des fonctions circulaires et 
hyperboliques en produitsinfiniset en séries de fractions. 


243. Décomposition de sin m0 en facteurs, — Nous considérons 
seulement le cas où m est un entier impair 2n + 1. 
L'expression de sin m8 se tire de la formule de Moivre : 
cos m0 + à sin m0 — (cos À + à sin 6», 


en égalant les coefficients de à dans les deux membres. Il vient ainsi, 
pour toute valeur réelle ou imaginaire de 0, 


sin m0 — m cos *-1 0 sin 0 — 21m) cos’”*—3( sin3 0 + …. 


Par conséquent, m étant égal à 2 n + 1, 


sinmb ELU E) en—2ÿ sin28 L.… 


Tous les exposants sont pairs au second membre. Donc, si i l'on 
remplace cos?0 par 1 — sin?8, le second membre se transforme en un 
polynome de degré n en sin°8. 

Posons, en abrégé, z — sin’@etsoitF, (4) ce polynome de degré n ; 
on peut écrire, en désignant par &,,«,.. æ, les racines de Fa (2), 


D OT. 


les deux membres ayant la même limite 1 quand 6 et, par suite, 
3 tendent vers 0. 


Mais les racines «,, «.… de F,(z) s'obtiennent tout de suite. En 


TT. 27 ‘ nr 
effet, sin m9 s’annule pour les valeurs mr rer de 0, toutes 
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inférieures à _. (car m = 2n + 1) et auxquelles correspondent les 
valeurs croissantes (donc différentes) de x : 


x MRROT RIT 
(2) Se > CENT EE EE RE Un == SIN? —» 
m m m 


qui sont donc les racines de F, (x), car sin® ne s’annule pas. 
Portant les valeurs (2) dans (1), on aura la forimule de décomposi- 
tion cherchée. 


244. Décompositions de Sh x et de sin x en produits infinis. — Soit 
æ une variable réelle ; changeons 0 en 7? Gans la formule (1). Il faut 
remplacer sin 6 par à Sh _ et sin m9 par à Sh x. Il vient donc 


Sh x n She 
= NU+ — (m = 2n + 1). 
mSh — Le R 


Tout est positif dans le second membre de cette formule. Prenons 
les logarithmes : le produit sera remplacé par une somme. Soit p un 
entier < n ; nous aurons 


Shæ FUN pe 
(3) Log = $ Log le + Rp, 
k 


mn 
m 


en désignant par R, la somme des logarithmes non écrits, qui sont 
tous positifs. Mais, si « est positif, on a ch > À + «, par conséquent 
« > Log 1 + a) ; il vient donc 


DIRE 


EMA 
2) See 
M / p+1 


— À 
, le rapport rt (sin Re —, qui est 
celui du us à l’arc, décroît = AR AE sans atteindre 1 minimum 


Quand & varie de à n — 


T 2 
(sin F): oi qui est égal à mp On a donc 


FLE : 1 _ M Pris LE: 1 
ar NUE 9 V/kr\Ÿ 4 re En | 
SIL +) Se 
m T m 


et, par conséquent, a fortiori 


— 276 — 


m° +)S] LATE 
By < (Sh Fe FOX FR El == Tp She 
Faisons maintenant tendre m vers l'infini dans la formule (83), et 
observons que l’on a 


k x : Ur 
immSh==x, lim max = lim m? sin? == — 2x : 
m m 


il vient 
Shx 2 x NE 
Log ru 2 Log (1 + Fe )+ limR,, 
; T° 
O < lim Rp None 


Si l’on fait tendre maintenant p vers Pinfini, lim R, tend vers O et 
l'on trouve 


Sh x CPC ORNE Le 
(4) Log RE Log De. 2 Log (4 + ia) 


Enfin, en repassant des logarithmes aux nombres, on obtient Sh x 
sous forme de produit infini, c’est-à-dire comme limite du produit 
d’un nombre illimité de facteurs : 


e? Ps ee? 


© x? 
(5) Shz = —= =21(+ ) 


La décomposition de sin æ peut s’obtenir directement, par un rai- 
sonnement analogue. Mais on peut la déduire de la formule précé- 
dente. Il suffit de remarquer que La formule (5) subsiste si l’on rem- 
place x par une variable imaginaire 2. 

En effet, le produit qui constitue le second membre de (5) se déve- 
loppe, par les multiplications successives, en une somme de puissan- 
ces de x toutes positives. Donc, l’ordre des termes étant indifférent, 
ce second membre peut être ordonné suivant les puissances de x, ce 
qui le ramènera nécessairement à la série potentielle qui définit Sh x. 

Gette réduction à la série qui définit le sinus hyperbolique demeure 
légitime quand on remplace x par une imaginaire 4 de module +, car la 
somme de puissances de x sera seulement remplacée par une somme 
absolument convergente de puissances de % et l’ordre des termes 
demeure indifférent. | 

Donc on peut remplacer æ par ix dans (5) et l’on en déduit 


(6) sint el ( jura ) 


k?r? 
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On tire de là le développement analogue 


sin 2x ne 4 x? 
RAT re sinate I (4 DIN ON ONTE =) 


245. Séries de fractions. — Si l’on dérive la formule (4), il vient, 
pour toute valeur réelle de x, 
(7) er + ee 1 a 1 


ne — = gp ————— 
EL — 6? x pi ET? + x? 


Eu effet, cette série, ayant tous ses termes inférieurs à ceux 
de la série convergente à termes positifs Z 4—?, est uniformément con- 
vergente quand x varie d’une manière quelconque, ce qui justifie la 
dérivation. 

De même, remplaçons, dans (6), sin æ et tous les facteurs par leur 
valeur absolue ; prenons les logarithmes des deux membres, et 
dérivons. Il viendra 


Â ©) 
(8) COt x = ane 2 Dr 
En effet, cette série converge encore absolument et uniformément 
dans tout intervalle où les dénominateurs ne s’annulent pas, car le 
rapport de son terme général à celui de ia série 2 £ —? tend vers une 
limite finie pour k infini. 


Si l’on remarque que l’on a 


PR OL RAI ARE 
br kr 2EÉr 


on voit que la formule (8) peut s’écrire plus simplement 


+00 
(9) CONTES 


RE 3 


à la condition d’associer dans la sommation les valeurs + k et — k. 
Le développement de cot x, en donne encore d’autres : 


+0 
1 | o T +20 Â +00 1 
a = (cote his og )= Ë 5 — À 2 = Er 


ou, plus simplement, 


4 LR NL UHR æ (—1) 
OR ne er PO Le EE EN 
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Remarque. — Il est souvent utile d'écrire la formule (7) sous une 
autre forme. On remarque que l’on a 


GE EC nn 


el — p—X Fa e?x 
On substitue cette valeur dans le premier membre de (7), puis on 
change x en x : 2. L’équation prend la forme 


x À 
CSS NU an & R Ë Ir Là 


(11) 


246. Calcul d'une intégrale d'Euler. — Soit x une quantité com- 
prise entre0eti;ona 


mt 
A+zx 
et 0 est compris entre 0 et 1, car 0 est égal à 1 : (1 + x). 

Donc, si a désigne une quantité positive, il vient, en multipliant la 
relation précédente par 42-1 dx et intégrant, puis en observant que 0 
peut sortir du signe d'intégration tout en gardant le sens d’une 
quantité comprise entre 0 et 1, 

1 xa—i dx ARS Watt LS {[— 1,78 
NA TONNES ne a+n 
Enfin, en faisant tendre n vers l'infini, on obtient 
LATTES AT 
OA EE TOP OSNERE 

Supposons maintenant « compris entre 0 et 1 ; on peut changer a 

en { — a dans cette intégrale, puis x en 1 : æ ; il vient 


Tour Part dx  S(— nue. 


— 5 (— ah + (— 10e, 


0 Hé + ro. PE | LE ZX ia — EN 
Ajoutons cette relation à la précédente, nous trouvons, par (10), 


DT ETES (— 1} T 


== EE ——— + 


o  1Â+zx _oUT—kr Sin ar 


(12) 


Cette intégrale importante est due à Euler, qui l’a calculée par un 
procédé très différent du précédent. 


$ 2. Nombres et polynomes de Bernoulli. 


247. Développement de 7 en série potentielle. — Soit x une 


quantité positive ; on a (0 < 4 < 1) 


e %" n 
RE tiu 2 Ca Ve) | 


Donc, en changeant æ en zx? : 4k?r?, et en supposant seulement x 
réel, 


x? oi ( T° j 9 ( x? n 
RE ee or NRA TR COR a) 
Portons ces développements dans le second membre de la formule 
(11) du ne précédent ; en posant en abrégé 


| À | 
p=1tTon +37 ot 


il viendra (0 < 6 < 1) 


p=1 
Si n tend vers l'infini, &, tend vers l’unité et le dernier terme tend 


vers 0, pourvu que | x | soit < 2%. Donc, si [æ | est < 2r,onale 
développement en série potentielle 


Ti den o it . Sid DE 
e® — À 1+5-2|8S Or | Ori Fi 


248. Nombres de Bernoulli. — Les nombres de Bernoulli (*) sont 
les nombres B,, B,,... BA, définis par le développement en série 


(2) 


qui converge, comme on vient de le voir, pourvu que | æ | soit < 2%. 

Comparant cette formule à la précédente, on en conclut que tous 
les nombres B d'indice impair sont nuls, sauf B, qui est égal à — à 
et que les nombres d'indice pair, B:, B,,... sont alternativement 
positifs et négatifs. On a effectivement 


| an)! 
(3) Ben — (— 1} a . 


LI \i MHUREA ET Br 
A 0 ou CE 2 nl 


te 


Quand n est grand, 5 diffère peu de 1 ; cette formule montre que les 
nombres de Bernoulli croissent très rapidement quand n augmente. 

Gi l’on introduit la notation des nombres de Bernoulli dans la for- 
mule (1), il vient, x étant réel et compris entre 0 el , 


(2) La notation des nombres de Bernoulli est variable avec les auteurs. Nous 
avons adopté celle d'Edouard Lucas qui est la plus commode. 
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a Ware Bon 222 Bon 227 


He PSE Eee Pr Ten 


249. Calcul des nombres de Bernoulli, — Nous allons montrer que 
les nombres de Bernoulli sont rationnels. Pour les calculer, il est com- 
mode de se servir de la notation Symbolique suivante : 

Convenons de remplacer B* par B, dans le développement de eBz 
en série potentielle ; la formule (2) pourra s’écrire Symboliquement 

(5) = 

L’utilité de cette notation vient de la propriété suivante : 

Si l'on multiplie la série e8z par celle qui représente e*, on aura 
aussi symboliquement 

EXT eBX — el +B)x, 


En effet, si l'on considère B comme une indéterminée, l'égalité 
précédente a lieu par la propriété de l’exponentielle. Les deux mem- 
bres peuvent être ordonnés suivant les puissances de B; après quoi, 
les coefficients des mêmes puissances de B doivent être identiques de 
part et d'autre. L'identité des deux membres subsiste donc quand on 
remplace B, B?,... par B,, B.,... Cette substitution donne aux deux 
membres leur sens symbolique. D'ailleurs les séries convergent 
Pourvu que x soit < 2 x en valeur absolue. 

Chassons le dénominateur dans l'équation (5); il vient 

(6) x = e(B+Hi1)x — eBx 
. Par suite, en égalant les coefficients des mêmes puissances de x, 
on obtient les équations symboliques : 
(B+1) —B —1 4æu 
(B + 1} — B2 — 0 2B, +1—0 
(7) (B + 1}5 — B5 — 0 d'où 3B +3B +1—0 


(B + 1} — pe =D less 
C'est un système de formules récurrentes à coefficients entiers, 
d’où l’on tire de proche en proche les valeurs de-B,, B,, B..... 
On trouve (B:444 étant nul) : 


1 1 694 
nn D 7 Br = — 70 
1 1 1 
Be om gi nil (Bie EE TRRR ns 
1 5 3617 
en Un dmarr 
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250. Propriétés des nombres de Bernoulli. — Multiplions la formule 
(6) par e7?; il vient 


æe’® — eB+ityix 1e eBFYX, 


d’où, en égalant les coefficients de a de part et d'autre, 
(8) RUE SOU DOI IE 
Désignons par f (y) un polynome entier quelconque 


F (y) = aoY? + QYP LH + + ApaY + Gp 


Remplaçons successivement, dans l'identité (8), n par p, p — I, 
p— 2, 1; multiplions les résultats successifs respectivement par 
Go; A, Ao,... Aya et ajoutons. Il vient 


(9) LYS BE 1) Au EL B}= (0). 
C’est l’identité symbolique fondamentale à laquelle satisfont les nom- 
bres de Bernoulli. 
Voici quelques cas particuliers : 
1°) Soit fly) = (2y — 1)?; on a, pour y = 0, 
CREER? 29 (—,1)8"4 
2°) Soit f(y\ = yly + 1) (y + 2) .… (y + p); on a, pour y = 0, 
(HÉRALRIBEEMN(B F2) NB T2) p! 
80) Soit 1 < q < p; posons f'(y) — (y — 1}? y? ; on a, pour y = 0, 
B?(B +1} — B°(B—]}f —0. 


Cette dernière formule, qui est due à Stern, est peut-être la plus com- 
mode pour le calcul des nombres de Bernoulli, parce qu’elle ne contient 
pas tous les nombres B, mais seulement ceux qui sont compris entre 
By et Bp+0. 


251. Polynomes de Bernoulli. — Les polynomes de Bernoulli sont 
les polynomes v,(v), #,(v),... on (v), définis par le développement 


evx 


ET ES Chess Cia 


eT 


(10) 


Ces polynomes dépendent des nombres de Bernoulli et on obtient 
immédiatement leur expression symbolique. On a, en effet, si | æ | < 2x. 
] (evæ ce 1) eBx eB+v)x — eBX 


Gérer lee h œ 


Donc, en égalant +,(v) au coefficient de x”, il vient 
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\B+ o)tti — Br+i 
(n +1)! 


Les polynomes de Bernoulli fournissent l'expression générale des 
sommes des puissances semblables des nombres entiers. 
En effet, si v est PE on a 
— 1 


= 


= ] Her + ex EL .. + bi 


et, en égalant les coefficients de æ?{n > O), 


1422 + 90 LE (0 — 1} 
MR 


On en tire 


1+2n + SE LE (p— 1} = n1 pu (v). 


2592. Propriétés des polynomes de Bernoulli. — 1° Les polynomes 
on (v) s'annulent si v = 0 ou siv = 1. 

Si v — O0, yn (v) s'annule en vertu de la formule (11); 

Si v = 1, il vient, par la même formule, 


LE [BÉE 1j7+41 — pr+ sf 
n (v) = (n +1)! PEN UE 


car (B + 1}7+1 = BF en vertu des formules (7). 


20 1l existe une relation remarquable entre deux polynomes consécu- 
tifs. Dérivons, en effet, la formule (11); il vient 


jai Bn 


pn(v) = = Pn-1 (v) y" 


Il y a deux cas à distinguer; B” (ou B,) est nul si x est impair; donc, 
selon que n — 2kou?2k+l,ona 


hs qua (0)= pans (0) + FA 
qua (0) = per (v) 


3° Comparons maintenant +, (1 + v) et ?, (— v). Changeons à la fois 
dans l'équation (10) v en — v et & en — x; il vient 


Mais on vérifie immédiatement que l’on a 


UX — ] elv+1)x 1 
= = — 0 — Eqn (0 + ljw” 
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Par conséquent, en identifiant ces deux développements, 


(13) Pr LB ET pr ( + 0). 


Si n est pair, en posant v = — - il vient (e — 0, Donc {es 
polynomes vn(v) d'indice pair s'annulent si v = à 

4° Un polynome por (v) d'indice impair ne peut reprendre plus de 
deux fois la même valeur quand v varie de 0 à 1. 

En effet, s’il reprenait trois fois la même valeur, sa dérivée (12) 


porta (0) = par (v) 


s’annulerait pour deux valeurs au moins de v comprises entre 0 et 1. 
D'ailleurs elle s’annule déjà à ces deux limites, elle s’annulerait donc 
au moins quatre fois, et sa dérivée (12) 


! Be 
an (0) = por-a (v) + AN 


au moins trois fois. Donc vx-_1{v) reprendrait au moins trois fois la 
même valeur. Il en serait de même de ox, Pon-5,... Pi, Ce qui est 
impossible, ce dernier polynome étant du second degré. 


5° Un polynome d'indice impair ne change pas de signe quand v 
varie de O à 1. En effet, il ne pourrait changer de signe qu'en s’annu- 
lant et, comme il s’annule aux deux limites, il s’annulerait trois fois, ce 
qui est impossible. 


6° Un polynome d'indice pair s'annule pour v = 0, : et 1, en vertu 


des propriétés 1° et 3°, mais il ne s'annule pour aucune autre valeur 
de v entre 0 et 1. En effet, si vx s’annulait quatre fois, 9-1 reprendrait 
au moins trois fois la même valeur, comme on l’a montré dans la démon- 
stration du 4°, ce qui est impossible. 


Il résulte encore de là que c’est pour v — à que les polynomes d’in- 


dice impair prennent leur plus grande valeur absolue entre 0 et 1, puis- 
que c’est la valeur qui annule leur dérivée en vertu des équations (12). 


$ 3. Intégrales eulériennes du 1° et de 2"° espèce. 


253. Définitions et premières propriétés. — Legendre a donné le nom 
d’intégrales eulériennes de première et de deuxième espèce aux expres- 
SIONS : | 

1 0 
He Ba, b) = [ art — Lot dx, l'{a) | LEA TT. 
(0) 


O 
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La première est la fonction Béta, la seconde la fonction Gamma. 

Ces intégrales sont absolument convergentes pourvu que a et b 
soient > O0 (n°5 59 et 63). Elles cessent d'exister si a ou b est < 0 
(b n'intervenant que pour B). Il sera donc entendu, dans ce chapitre, 
que a et b sont réels et positifs. 

Assignons aux variables a et b un minimum positif e ; tous les élé- 
ments de l'intégrale B sont alors maxima et positifs si a = b = e, ce 
qui laisse subsister la convergence. Donc B converge uniformément 
(n° 82) et est fonction continue de a et de b (no 83), 

Supposons maintenant que a varie dans un intervalle positif (e, A). 
Faisons la décomposition 


| 20 
La) = | at ee x + [ LÉO RAUTE 
0 À 


ces deux intégrales convergeront uniformément, car leurs éléments 
sont respectivement égaux ou inférieurs à ceux des deux intégrales 
convergentes : 


h 6 AI 
[ TEUr: [ ait e—€ dx. 
O Î 


Donc Fest une fonction continue de a. 


Voici maintenant quelques propriétés qui résultent immédiatement 
des définitions : 


1° Si, dans l'expression (1) de B, on change la variable x en 4 — x, 
cela revient à permuter a et b. Par conséquent, 
(2) B (a, b) =B (b, a). 


20 Si a ou b est entier, on obtient B (a, b) sous forme explicite. 
En effet, soit b entier ; on a d’abord, si b — 1, 


| ; l 
B (a, 1) — [ at x = —. 
0 a 


Ensuite, si b est un entier n >1, on trouve, en intégrant par parties, 


n —1À ne] 


Ba, nl Fe 


far (1 — an de = B {a PAT ER 
O 


et ainsi, de proche en proche, 


1.2. ….(n—1) 


(8) ASC en PCT TE Er) 
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3° On a la relation, d’un usage fréquent, 
(4) {a +1) = aT(a), 


qui se démontre par l'intégration par parties ci-dessous : 


O 


QO CO 
{a + 1) — { at et dx = [— ax e® + al LB ERA: 


le terme aux limites étant nul. 
Si n est entier, on a, en appliquant (4) de proche en proche, 
(5) T(a+n) = a(a +1): (a+ n—1)T(a). 
Cette formule permet de réduire à (0,1) l'intervalle dans lequel il 
est nécessaire de calculer T (a). 


4° On voit immédiatement, par la formule (1}, que (4) = 1. Donc, 
si n est entier, on obtient, par la formule (5), l'(n + 1) sous forme 
explicite : 
Tn+l)=n! 


On remarquera, en particulier que T(2) = 1. 


5° Multiplions par l'(a) les deux termes de la fraction qui forme le 


second membre de (3) ; il viendra, par (5) et puisque (n — 1) ! = l{n), 
(a) ln 
(6) Ben 


Cette formule n’est encore établie que si n est entier, mais on va 
montrer dans le n° suivant qu’elle est générale. 


6° Soit y un nombre positif ; si l’on change la variable d'intégration 
x en yx dans l'expression (1) de [”, on obtient la formule importante 


(7) OS: [ ï ati eve dx. 


a 
y 0 


254. Nouvelle expression de B. Réduction définitive de B à l. — 
Dans l’expression (1) de B, faisons le changement de variable 


y dy _ 


i: 
NET EE IUUETT 


Les nouvelles limites seront 0 et co ; il viendra donc 


(ee) a-—1 d 
@ 3,0 [ rue 


TX rm 
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On tire de cette formule la démonstration générale de la formule (6). 
_ On a, effet, par la formule (7), 


| F(a + b) 
aa+b-1 e—U+Y)X dx — ———. 
[ (LE YEN 
Multiplions par y?—1 dy et intégrons de 0 à co. On peut intervertir 
les intégrations dans le premier membre, car les fonctions sont 
positives et, comme on va le constater, les résultats déterminés 
(n° 75) ; il vient ainsi 


anti e® dx y eve dy == V{a + b) 28 
Menu io ES fr FT 0 ETES 


ou, par (7) et (8), 
QUI xt e-2 dx = Va + b) B(a, b) 


T(a) T'(b) 
(a + b) 

Cette formule, dont la démonstration précédente est due à Jacobi, 
ramène l'étude B à celle l°, qui ne dépend plus que d’un paramètre. 


(9) B(a, b) — 


Remarque. — Revenons à l'intégrale (8). On peut, en même temps 
que l'intervalle d'intégration, la partager en deux autres étendues de 
Oàlet de 1 à &. Changeons y en 1 : y dans cette dernière ; il viendra 

1 LV Ars - + er 
10) B(a, b) — Dis 
( / ( } x (1 + y)2+0 y 
formule qui met aussi la symétrie en évidence. 


255. Relation des compléments. — On a, par les formules (9) et (8), 


RL AUX 
— à) =T(a)TA—-a)=| ——— 
Ba, 1— @) = (a) TU — 0) =" SÈ 
La valeur de cette intégrale a été calculée au n° 246. On en conclut 
la formule importante, trouvée par Euler et connue sous le nom de 


relation des compléments, 


T 


SAUCE À 
En particulier, si a — 5? on en tire 
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M(S)=r, doù()  r(L)=Vr 


La relation (11) ramène le calcul de T(a) à celui de T4 — a) et, par 


conséquent, permet de réduire à (0, = l'intervalle dans lequel il est 
nécessaire de calculer T{a). 


256. Formule de Legendre. — On tire des formules (9) et (10) 


Œ _F?(a) 1e 1 (1 ae dy 
PAL NREE À 7 PT à " TU 
Faisons le changement de variable y — TS -, il vient 
| 1 
B(a, a) — (1 — 2)2—1 dx 


92a—2 À 


ou, en changeant encore + en Ÿ/z, 


(4) 


F 
Hi — %)9 1 x dz = —9at 


1 


92a—1 


B(a, a) — 


Remplaçons PE a\ et B(a,—-) par leurs expressions en T tirées 
de (9), puis (5 par Ÿ/x; la relation précédente donnera 


(12) T(a) GS EM Dar F(2a). 


Cette relation a été trouvée par Legendre. 


En y changeant a en _. on peut l'écrire . 


ra = (5) r (5) 


En tenant compte de (11), cette relation permet de réduire à (0, - 
l’intervalle dans lequel il est nécessaire de calculer T'{a). 


25'7. Produit d'Euler. — Substituons successivement dans la rela- 
n — 1 
on 


tion (11) a = et multiplions les résultats ; il vient 


mr late 
nn 


OO LE 
n 


SIN SI" S1H T 
n n 


(1) On obtient aussi ce résultat en changeant æ& en V& dans l'intégrale du 
n° 69. 
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Pour évaluer ce produit de sinus, considérons la décompostion en 
facteurs 


En y taisant tendre x vers À, on en tire 
Il (ie n jp lp 
R—1 2.4 | 
Multiplions, facteur par facteur, cette relation avec 
AT i (n—1) Ti 
n—1 e n ê g Â 
LE 01 01 DUMONT DNSANO TES 


nous trouvons, eu égard à l'expression du sinus en exponentielles, 


Par conséquent, 


A 9 n—IS (7) ©? 
a r(r(-r( net 
Cette relation a été trouvée par Euler et généralisée par Gauss 
(no 261). 


258. Intégrale de Raabe. — On tire de la relation précédente, en 
prenant les logarithmes et divisant par n, 


È boss D dé, ee . BOsTes 5 EL. 


Faisons tendre n vers l'infini; on peut faire dans la somme du 
premier membre £ —= æ et - — dx, et la limite de cette somme est 
une intégrale définie; il vient 


à 1 = 
{ Log {x de = + Log 2x = Log V2r. 
[e) 


Ce résultat permet de calculer facilement l'intégrale de Raabe, qui 
est la suivante : 


a+ 
[= [Les l'(a + x) dx = [ "Log l'(x) dx. 
(e) œ 
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En effet, les dérivées de l'{a + x) sont les mêmes par rapport He Ot 
à a ; donc 
ND (a Er) " Bath 
DA Ex TE dæ — Log ET — Log a, 
car T(a + 1) = aT(a), en vertu de (4). Par conséquent, 


1 — [Log a da — a (Loga —1) + G: 


La constante C se détermine pour a = 0; il vient, comme on l'a 
prouvé au début du n° actuel, C — I = Log V2x. En définitive, P'inté- 
grale de Raabe s’évalue par la formule 


1 a 
(14) I | Log T(a + x) dx = a(Log a — 1) + Log V 27. 
O 
Cette intégrale joue un rôle important dans la théorie de la fonc- 


tion L ; on verra plus loin (n° 270) qu’elle est la valeur asymptotique 
de Log ra + S) 


8 4. Les fonctions D Log l'(a) et D? Log Ta). 
Expressions des fonctions eulériennes en séries 
et produits infinis. 


259. Calcul de DLogl'{a). Formule de Cauchy. — En dérivant 
sous le signe l'intégrale qui définit F, il vient 


© 1 Ce | 
(15) T'{a) = | at1 67% Log x dx — [ +- f a te? Log zx dx. 
(e) O 1 


Cette dérivation est légitime, car chacune des deux intégrales de 
oàlet de 4 à ci-dessus converge uniformément quand a varie 
dans un intervalle positif quelconque (+, A) : elles ont, en effet, res- 
pectivement leur élément moindre que celui des intégrales corres- 
pondantes à éléments positifs et bien déterminées : 


1 (ee) 
[ x 1 (— Log x) dæ, f Le UUT, 
/0 1 


car e£ est < À et (pour æ > 1) Log x est > Det < x. 


Nous allons transformer la formule (15). Soit y un paramètre posi 
tif ; considérons la relation 


Fe —Yy — pe TY = UN ES go 
[ xter © LT ES [ Re bee | gaie Ervdx, 
0 y y Jo y Jo | 


19 
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qui peut aussi s'écrire, eu égard à (1) et (7), 
1 dé EU — e—xv T(a) 1 
2 EE ne EE | 
[ j J y J PAIE HIS 
Multiplions par dy et intégrons de 0 à ©. On peut intervertir les 
signes d'intégration dans le premier membre (n° 75), car la fonction 
1 


à intégrer est toujours négative sous le signe [ et toujours positive 
0 : 
sous le signe [ Mt en se rappelant qu’on a (n° 94) 
À | 


or Ty 
{ Fabre Lien — Log T: 
0 y 


ou trouve le résultat déterminé 


D'où la formule de Cauchy : 


MRC TON 4 dy 
de, Dar f | 


260. Formule de Gauss. Constante d'Euler. — En faisant a = À dans 
la formule de Cauchy, on obtient la relation suivante, qui définit la 
constante d’Euler C : 


(17) cr = f fe, 1 4 


Soustrayons cette équation de (16) ; il vient 
T'(a) (ot 1 1 ya 
AUTRE RER dc el 
Da) 2) Us due /y 


et, en posant 1 + y = 1 : x, on trouve la formule de Gauss : 
(18 Te + cf LE na 


Si a est rationnel, on ns effectuer l'intégration ; en particulier, si 
a est un entier n, on a 
nn 
Fe +C= (s ALr te + ad = 1 + À HE ++ 


C’est de cette formule qu’on se sert DA calculer G, en utilisant les 
formules d’approximation de ['{n) : ln) que nous indiquerons plus 
loin (n° 269). La valeur de C est 


CG — 0,5772 1566 4901 5328. 
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261. Produit de Gauss. — C’est une généralisation de : formule 
d’Euler (n° 257). Changeons, dans la formule (18), a& en a FE — où Aetn 


sont entiers, ensuite la variable æ en 4”; il vient 


k R 
r'(a +2) 4 1 PR AL Er 1 Ni — gna—ith 
SFA +0 = (ar _—. =n| rites : 
r( 4è rh: #0 rh 


Faisons 4 — 0, 1, 2,... (nr — 1) et ajoutons ; il vient 
— 14 _— gna—-1Y oh 


Er Le HET = [ Ë 1 — 2" 
[ d ( nant =) 
ra d 1—a% 1—x 


Soustrayons de cette ne n fois la suivante, tirée de (18) : 
EH Ha _— EE) 
Del (a 1—æx 1—x 


| k 
nl (a dE ) (na) fa 1 ) 


D —————n _— 
LAS r( a + =) l'(na) 1—axt  1—x 


Le second membre se ramène à une intégrale de Frullani (n° 94), 
par la substitution & = e* ; il devient-ainsi 


IPnrenr LEE NE ET ao CO Le — F6) " 
n[ ( em =n[ dz = — n Log n. 


]—ecrs l]— ef) 


il vient 


Remplaçons done le second membre de l'équation précédente par 
— n Log n et intégrons ; il vient 


TT (a+5)..r(a+— 1) 


l'(na) 


Log — — an Log n + Log C, 


On détermine la constante d'intégration C, en faisant a = ce qui ré- 
duit le produit dans le logarithme à celui d'Euler {n° 257), dont la valeur 
n—1 
est (2x) ? : Vn. Il vient donc, pour déterminer C, 


(2x) 2 eu PU 


Log ——— Log, d'où C = Vn(27) * 
BE Le. Vn (2x) 


On obtient ainsi la relation de Gauss. 


— 9292 — 


és Tina) 


nai 
n 2 


(19) l'a) (a+= NT (a+?) … (a+) — — (2x) ? 


En particulier, sir — 2, on retrouve la formule ({ 11). On peut, au 
moyen de la formule (19), en donnant succesivement à »n les valeurs 
3, 9, 7, 11,.. restreindre de plus en plus l'intervalle dans lequel le caleul 
direct de l'{a) est nécessaire. 


262. Expression de D? Log l'(a) en série de fractions. — Changeons 
æ en e * dans la formule de Gauss (18) ; il vient 


Sd pu mets e—ax 


et, en dérivant encore une fois, ce qui se fait sous le signe (n° 87), 


| CRTC 
2 — Pt: 
D? Log l'(a) [ Doc dx. 
Dans cette intégrale, substituons le développement 
] =" ne nœr Se #7 p —(n—1)7 
Re nr — s 


(0 étant compris entre Oet 1, car le dénominateur1 — e-? = e-7 (e® — ]) 
est > œe®) ; il vient 


n—1 f (o 
D? Log l'(a) = Y { ae (A +alx dy + e[ CRE die 
0 J0 


O 


"5" ] 6 
Terrier 


Done, en faisant tendre » vers l’infini, on obtient la séme absolument 
et uniformément do » 


LH 1 1 l 
D? r SE © 
263. Formule de Weierstrass : Développement de 1 : l'a) en produit 
de facteurs primaires. — Intégrons l'équation (20) de 1 à a ; il vient, 
puisque la constante d'Euler C = — T'{1), 


al 1 
DEEE G ee re) 


et, en intégrant encore une fois de 1 à a, 


(21) Log l(a) + Ca — 1) — = (Lo ogF +) 


Si l'on change a en a +- 1, on peut écrire, plus simplement, 


Log l'(a + 1)+ Ca=S(£ Lo gt) 
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Revenons des logarithmes aux nombres ; nous obtenons la formule 

de Weierstrass 
1 = CNE 
D eo in) 

Les facteurs de ce produit infini sont ce que Weierstrass appelle des 
facteurs primaires. Ce produit peut servir de point de départ pour 
étendre la définition de l(a) aux valeurs imaginaires du paramètre. 
Nous ne nous occuperons pas de cette question pour le moment. Cette 
extension peut aussi se faire au moyen d'une expression de l'(a) en pro- 
duit infini, expression trouvée par Euler et retrouvée par Gauss, que 
nous allons faire connaître. 


264. Formule d'Euler : Expression de l'{a) en produit infini. — Dé- 
barassons la formule (21) de C, en faisant a — 2 dans cette formule, 
puis soustrayant de la formule (21) la formule ainsi obtenue multipliée 
par (a — 1) ; il vient 


Log l'(a) = | (a— 1) Log ï TT — Lo 0g— 22 ea] 


lin 


Effectuons la somme des termes depuis 7 — Ù jusque n = m—2; la 
relation précédente peut s’écrire 


: à m2 +- n 
Log l'(a) = a [la — ]) Log m + Ë Loge | 


et, en revenant des logarithmes aux nombres, 


va 1.2...(m— 1) 
D RE CT ji (e ire 2) 


Multiplions encore par le facteur m: (a + m— 1), qui tend vers 
l'unité ; il vient, sous une forme plus commode, 


nn. 1.2...(m— 1) 
/ = SN  —— 
(29) pie) punir ala + 1)...(a +m—1) 
C’est la formule obtenue par Euler. 
4. 
$ 5. Les fonctions Log l'a) et Log (a+ 2) 


Formules asymptotiques. 


265. Expression Log l'(a) par une intégrale définie. — Rappelons 
la formule de Cauchy (16), que nous écrirons comme il suit : 


(+ [Tera ture FE 
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Le second membre est ainsi décomposé en deux intégrales, dont 
la seconde, qui est à limite infinie, est seule généralisée. Mais cette 
intégrale converge uniformémeut pourvu que a reste supérieur à un 
nombre positif e, car elle est la différence de deux autres : 

fe dy Re Lie 

4 y Pr MIRE 
dont la première est indépendante de a et la seconde uniformément 
convergente (son élément décroissant quand a augmente). 

Multiplions donc l’équation de Cauchy par da et intégrons de 1à a 
(a > 0) ; on peut intégrer sous le signe (la convergence étant uni- 
forme) et l’on trouve l'intégrale uniformément convergente (n° 85) 


he LYS PT 
Log l'(a) =[ amer ÉNEECE| y” 


Si a = 2, on a, en particulier, 
da eY 1 15e a 
de er 


Multiplions par (a — 1) et soustrayons de l’équation précédente : 
il vient 


6e D rm RUN DE mi met Chr | dy __ 
LogT = peer et 
sas [ M + y y Log + y) 
et, en posant Log (1 + y) — x, d'où y = € — 1, 
% (nn A 
[ LC Sous FF 
Enfin en changeant encore x en — x, nous obtenons l'intégrale 
cherchée 


(24) Log T{a) — JL EE (1) | 


et 
et les changements de variables n’ont pas altéré le caractère de con- 
vergence uniforme pour a > €. 


Remarque. — En multipliant l'expression précédente par da et en 
intégrant de a à a + 1 sous le signe (ce qui est permis, la conver- 
gence étant uniforme) on obtient une expression utile de l’intégrale de 
Raabe : 


à 0 dx ex  . ex 1 5) | 
CDMONET Se Ga El 
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On a d’ailleurs, comme on le sait (n° 257), sous forme finie, 
a+1 ALES. 
I | Log l'(a)da =- a(Log a — 1) - LogŸ2r. 
a 


266. Fonction de Binet. — Soustrayons la formule (25) de (24) et 
ajoutons membre à membre avec 


1 L Der — eg 4% x 0 eat 68 (x 
—1,0S À = mm ES — — ? 
g 8 [ 2 x [ 2 Lu 


tous les termes qui ne contiennent pas le facteur e se détruisent 
sous le signe [ et il vient 


Log la) — I + Æ un fé f(x)e*dx 


5e) 1 1 Aoe 
1e Ces s) 
L'intégrale qui figure au second membre de cette formule est une 


fonction de a ; on l'appelle jonction de Binet et on la désigne par 
(a). On a donc 


(27) wa) — (ba fle)eavdx. 


En remplaçant dans la formule (26) l'intégrale I par sa valeur 
rappelée à la fin dn n° précédent, on obtient la formule 


(28) Log l'(a) — LogŸ/2x + (a 5 )Los a — a + w(a). 


Quand a tend vers l'infini, &(a) tend vers 0, de sorte qu’en négli- 
geant æ(a) dans la formule précédente, on obtient la valeur asympto- 
tique de Log l'(a). Mais nous allons examiner, dans le n° suivant, les 
formules d’approximation de w(a). 


2G"7. Série et formule de Stirling. — Dans l'intégrale (27), rem- 
plaçons f(x) par le développement trouvé au n°248 (form.4) (0 <6< 1) 


fr ee) RS M RL Re à 
(29) == 5 tar TT net [ni ? 


observons que chaque terme s'intègre par la formule 


0 CRT RUE T(2k +14) (2k)! 
[areas — [ DRE = RE De A 


et que l’on peut, sans changer la signification générale de 0, en vertu 
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du théorème de la moyenne, faire sortir 0 du signe |, nous obtenons 
la série de Stirling, avec ra du reste R, 


B, 1 Aa : 
se AU Fier : FT one am TR 
Rp ibn een (O<B<1) 


(2n—1)9n a2—1 
En particulier, en faisant n — 1, la série se réduit à R : et il vient, 


B, étant égal 6” 


ô 
{ de ei 
fs AGE ue 12a° 
Si l’on remplace &{a) par cette expression dans la formule (28), on 


obtient la formule de Stirling : 


— | () 
Log l'(a) — Log\Ÿ/2r + (ag) Log a — a + Da 


(32) à ’ 
= Gr are tee 


Lorsque a est égal à un entier m, cette formule, multipliée par m, 
s'écrira sous la forme 


ik 
1.2.3...m — VEn( 2)” CS 
e / Ô 
résultat qui a une grande importance dans le calcul des probabilités. 


268. Remarques sur la série de Stirling. — La série (80) porte le 
nom de Stirling qui l’a considérée le premier, mais sans faire con- 
naître l'expression du reste. Celle-ci est due à Cauchy. La série de 
Stirling prolongée indéfiniment est divergente, quel que soit le nom- 
bre positif a, car, en recourant à l’expression (3) donnée au n° 248 
des nombres de Bernoulli, on reconnaît facilement que son terme 
général croît au delà de toute limite avec n. 

Mais il est très remarquable que la série de Stirling, malgré sa 
divergence, fournisse un procédé très exact et très commode pour le 
calcul de (a) ; et l’approximation que l'on peut obtenir par cette voie 
est d'autant plus grande que a est plus considérable. Effectivement, 
celte série est ce qu’on nomme une série pseudo-convergente. Si a est 
considérable, les termes commencent par décroître très rapidement 
au début de la série, et la formule (30) montre que l'erreur commise 
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est de même signe et inférieure en valeur absolue au premier terme 
négligé. On aura donc la plus grande approximation possible en 
arrêtant la série au terme qui précède le terme minimum et ce terme 
minimum sera lui-même une limite de l'erreur commise. 


269. Valeur asymptotique de DLogl (a). — Si l'on dérive les for- 
mules (27) et (28), on en tire 


D Log T'(a) — Log a— + wa 
3 
w'!(a) — [ [(æ).tetdx 


En remplaçant dans cette intégrale f(x) par son développement (29), 
il vient, comme plus haut, 0 étant compris entre 0 et 1, 


RSR: Bon—2 0B: 


( LRU, ee HE CA Le RÉ UE PE PR EN eT dev BR SAN rite Ce) 
AE TEE PT EN Qn—2)at? na 


Ce résultat coïncide avec celui qu'on obtiendrait en dérivant direc- 
tement la série de Stirling. Cette nouvelle série est pseudoconvergente 
comme celle de Stirling et elle convient de la même manière au 
calcul approché de s'{a) quand a est grand. 

Les formules précédentes fournissent le moyen le plus simple de 
calculer la constante G d’Euler. On tire de la formule établie au 
n° 260, et pour m entier, 


À 
MEET 


C—14+S tee — D Log l(m) 

Il suffit de choisir m suffisamment grand et d'évaluer D Log l(m) 
par les formules précédentes ; on obtiendra C avec une approximation 
aussi grande que l’on voudra. Par exemple, en faisant m — 10 et en 
prenant les six premiers termes du développement de æ'(m), on 
obtient déjà C avec quinze décimales exactes. (?) 


270. Valeur asymptotique de Log r'(« + +). Si l’on remplace a 
par (a + +) dans la formule (24) et qu'on soustraie l'équation ainsi 


obtenue de (25), tous les termes qui ne contiennent pas e% en facteur 
sous le signe d’intégration se détruisent encore et il vient 


(1) Serret, Cours de calcul différentiel et intégral, t. II, 1877, p. 228. 


MR Log (a + ) = F(x) e47 dx 
(34) e 
Le er 
| Et 6 a ; 


Nous poserons 
O 
(a) =- [ F(æ) e2z da ; 
ee) 
alors, en remplaçant I par sa valeur, nous obtenons 
1 + 
(35) LogT(a +- +) — a (Log 4 — 1) + Log V?r —w,(a) 


Si a augmente indéfiniment, &,{a) tend vers O, donc l'intégrale de 
Raabe est la valeur asymptotique de Log (a pEal 


27 1. Relation entre &{a) et &,{a). — Cette relation se tire de la for- 
mule de Legendre (n° 256) : 


T'{a) T'(a + =) L nes T (24), 


d'où 
Log l'(a) + Log (a + +) Log Vr— (2a — 1) Log 2 + Log l'(2a). 


Remplaçons Log l'(a) et Log l'(24) par leurs valeurs tirées de la for- 
mule (28), puis Log PE a ++) par sa valeur tirée de (35). Il restera, 


après la suppression des termes qui se détruisent, 


(86) B(a) = w(a) — 5(2a). 


272. Intégrales de Schaar. — Les fonctions w{a) et &,(a) peuvent 
s’exprimer par des intégrales de différentielles rationnelles par rapport 
à a. Ces formules très remarquables sont dues à Schaar et nous allons les 
faire connaître, 

Considérons d’abord &{a). La fonction /(x) de la formule (26) a été 
développée en série de fractions (n° 245) ; on a trouvé 


2 


(e #) 
er ner: 


Si l’on porte ce développement de f {x} dans l’expression (27) de (a ] 
et qu’on intervertisse les signes É et Z, on trouve 


0 Cu Er 
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ni DATE 4, , 
Changeons dans chaque intégrale x en ———etintervertissons de nou- 
a 


veau les signes 2 et | ; il vient 


ML 9 a dx DNehne  Aufr© a dx 
(38) w(à) << ef PRE Fa . UE. =[ M + Log(1—e?r7). 


C'est la première formule de Schaar. 

Nous avons, pour l'obtenir, interverti deux foisles signes 2 et ÿ ce qui 
est légitime, parce que les séries considérées sont à termes positifs et 
que les résultats sont déterminés. C’est le même théorème que pour 
l'interversion de deux signes d'intégration (n° 75). (*) 

La seconde intégrale de Schaar s'obtient par la relation (36) ; il vient 


1 TERRE AE Er ie DELTA 
et Et Dr enr nl IP CRIE es me, ses —e2% 
5; (a) | Log (1— ét) —— [ Las Log (1—e7#). 


On change x en 2x dans cette première intégrale ; il vient 


1 f—® a dx EG UE OM MIE 
(89) s(@)=—( cree | re nrLog(l Herr 


ce qui est la seconde intégrale de Schaar. 


273. Développement de w,{«) suivant les puissances négatives de a. 
Formules asymptotiques de Gauss. — Si, dans les intégrales de Schaar, 
on substitue le développement (0 < 8 < 1) 


a 1 x? x? Ÿ x? \n—A1 x? ? 
mile Me) EEE Ce | 
et si l'on intègre terme à terme, en remarquant que 0 peut sortir du signe [] 
en vertu du théorème de la moyenne, on obtiendra les développements 
de w{a) et de &,{a) suivant les puissances négatives de a avec l’expres- 
sion du reste. On voit, sans qu’il soit nécessaire de l'écrire, que ce 
reste est de même signe et moindre en valeur absolue que le premier 
terme négligé. 

Les coefficients de ces développements sont exprimés ainsi par des inté- 
grales, mais il est inutile de considérer ces intégrales, car les coefficients 
du développement de &{a) ont déjà été calculés (30) : 


RASE ES NN 5 PE 
NU T PRO “Fest, NME GES _. 
sia)= ss +34 à 7 5.6 HS 


a 


(2) I1 suffit de remarquer qu'une série convergente Lun peut être remplacée 
pas une intégrale à limite infinie. Définissons, en effet, la fonction w(x) comme 
égale à un dans l'intervalle de n — 1 à x ; on aura 


(+) 
un — f u(æ) dæ. 
O 
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et ceux du développement de &,{a) s’en déduisent par la relation (36), 
Ke Fe 1 1 B, DT À l B, ] ]l : 
F0 D rene) (Len sex) 


Cette série est divergente, mais elle est pseudo-convergente comme 
celle de Stirling : elle convient de la même manière au calcul approché, 
l'erreur commise étant égale à une fraction du premier terme négligé. 
Ainsi, en particulier, en prenant une fraction du premier terme, on a 


ms) 24e (0 <<, 


w,{a) = 0 


Si l’on porte cette approximation dans la formule (35), on obtient la 
formule de Gauss, qui est l’analogue de celle de Stirling, mais plus avan- 
tageuse, 


1 | mn : 
(40) Log l'(a + +) — a(Log a — 1) + Log V2r Mr 
Soit » un entier ; cn faisant a —= n + _ on obtient pour l'évaluation 


des factorielles la formule suivante, qui donne une approximation supé- 
rieure à celle de Stirling : 


nl ++ "TEEN 
(41) n!— V2 MT e nt (0O<0<]I) 


$S 6. Introduction 
à la théorie des séries trigonométriques : 
Intégrales de Dirichlet. (!) 


274. Remarques sur la nature des fonctions considérées. — C’est à 
Dirichlet qu'on doit la première démonstration rigoureuse des for- 
mules de Fourier. Ce grand géomètre impose aux fonctions qu'il 
considère certaines conditions, connues généralement sous le nom de 
conditions de Dirichlet. On dit qu’une fonction f(x) satisfait à ces con- 
ditions dans un intervalle (a, b) : 4° si la fonction est bornée dans cet 
intervalle ; 2 si elle est continue, sauf en un nombre limité de points 
et 3° si sa variation ne change qu’un nombre limité de fois de sens 
dans l'intervalle (a, b). 

On simplifie la théorie en généralisant tant soit peu ces conditions 

(!) On généraliserait la théorie que nous allons exposer en considérant des 
fonctions à variation bornée, au lieu de celles du n° 274, car ces fonctions pos- 


sèdent toutes les propriétés sur lesquelles nous nous appuyons, ainsi qu’on l’a 
montré dans le premier volume (n°5 298 et suivants). 
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comme nous allons le faire. Mais il convient d’abord d'étudier cer- 
taines propriétés des fonctions qui satisfont aux conditions de 
Dirichlet. 

4o Une fonction fix) satisfaisant aux conditions de Dirichlet est la 
différence u — v de deux fonctions bornées et non décroissantes dans 
l'intervalle (a, b) et, de plus, continues si fx) est continue. 

En effet, soient m et M les limites supérieure et inférieure de f(x) 
dans l'intervalle (a, b) ; on aura 


P désignant la somme des accroissement successifs et N celle des 
diminutions de la fonction quand la variable passe de a à x. Ces 
quantités P et N sont essentiellement positives et non décroissantes ; 
N reste constant dans un intervalle où f(x) croît et P constant dans 
un intervalle où f(x) décroît. De plus, ces quantités sont finies. En 
effet, partageons l'intervalle (a, b) en une somme d’autres dans les- 
quels la variation de fix) ne change pas de sens et soit g le nombre 
de ces intervalles. Dans chacun d'eux, la variation de f{æ) coïncide 
avec celle de P ou avec celle de N et ne peut surpasser M — m. Donc 
P et N ne peuvent supasser (M — m). Donc enfin f(x) est la différence 
de deux fonctions finies et non décroissantes u = [f{a) + P] et v = N. 
D'ailleurs si f(x) est continue, P et N le sont aussi, ce qui achève la 
démonstration. 

90 Une fonction fx) qui satisfait aux conditions de Dirichlet est 
aussi la différence de deux fonctions positives et non croissantes dans 
l'intervalle (a, b; et, de plus, continues si f(x) est continue. 

En effet, soit À un nombre supérieur au maximum des fonctions 
u et v de la proposition précédente. On a 


fit) = u —v = (À — v) — (A — u). 
Or À — u et À — v sont positifs et non croissants, G. . F. D. 
C'est cette dernière propriété de la fonction f{x) dont nous allons 
nous servir pour obtenir les théorèmes de Dirichlet, mais elle sub- 


siste pour des fonctions plus générales. Nous avons, en effet, le 
théorème suivant : 


La propriété 2 subsiste pour toute fonction f(x) qui est la somme ou 
le produit de plusieurs fonctions satisfaisant aux conditions de Dirichlet. 
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Considérons, en effet, deux fonctions seulement w(x) et (x) satis- 
faisant à ces conditions et soient u, v, u', v' des fonctions positives 
non croissantes. On aura 


ple)=u—v, Ya) =u —v 
eton en tire 
pHY=lutu)— (04e), gh= (uu! + vv') — (uv! + uv). 


Les seconds membres sont des différences de fonctions positives 
non croissantes, C. Q. F. D. 


Dans le théorème suivant (n° 275), nous allons donc supposer que 
la fonction considérée satisfait aux conditions de Dirichlet, ou, plus 
généralement, qu’elle est la somme ou le produit de plusieurs fonc- 
tions satisfaisant à ces conditions. Comme ce théorème est de telle 
nature que, s'il est vrai pour deux fonctions, il est vrai pour leur 
différence, on pourra énoncer le théorème dans sa généralité et 
admettre dans la démonstration que la fonction considérée est posi- 
tive et non croissante. 

Avant d'énoncer ce théorème, faisons encore une remarque. Toute 
fonction (x) de la nature indiquée tend nécessairement vers une 
limite quand x tend vers x, sans que sa variation change de sens, 
puisqu'elle est la différence u — v de deux fonctions bornées qui 
varient toujours dans le même sens. Nous désignerons par f{to + 0) 
cette limite quand x tend vers x, en décroissant, par flxo — 0) cette 
limite quand x tend vers x, en croissant. Dans le cas ordinaire où 
f(x) est continue au point &, ces deux limites seront égales à fix). 
Dans le cas où x, sera nul, nous écrirons simplement /(+ 0) et f(— 0) 
dour désigner les limites précédentes. 


2 "75. THÉORÈME. — Soit F{x) une fonction de «à satisfaisant aux 
conditions du n° précédent dans l'intervalle (0, b), on aura, b étant 
supposé > 0, 


d in 1 
(1) lim | F(a 7 


du = SF +0). 


Comme nous l’avons expliqué dans le n° précédent, nous allons 
supposer dans la démonstration F(a) positif et non croissant. 
Posons, en abrégé, 


; : 
[= [ F(o) 2 ik da 
0 œ 
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et soit » le plus grand nombre entier de fois que Fe entre dans b ; on 
aura 
2T 
Nr D sin 
I — [ ‘ a oT F( ) d 
(9) n—— 


Si Æ tend vers l'infini, la dernière intégrale tend vers O, car la 
fonction sous le signe est finie et l'intervalle d'intégration tend vers 0. 
Donc la limite de I sera la même que celle de l'intégrale précédente, 
qui devient, par le changement de « en « : k, puis par une décomposi- 


tion, 
entr 2T AT enT a sin œ 
[ = | + [ HA || F(—-) de. 
Co) (e) 27 JAR—1)T Le 
Tous les termes de cette somme sont positifs. En effet, dans cha- 
cun d'eux, les éléments sinada sont deux à deux égaux et de signes 


contraires : positifs dans la première moitié et négatifs dans la 


seconde moitié de l'intervalle d'intégration. Mais comme le facteur 


positif HE) est décroissant, donc plus grand dans la première 


moitié qne dans la seconde, les éléments positifs de chaque intégrale 
sont prépondérants et donnent leur signe à chaque terme. 

Observons encore que le nombre des termes de la somme précé- 
dente augmente indéfiniment avec k et que, par conséquent, quelque 
grand que soit le nombre positif p supposé fixe, la limite de I sur- 
passera celles des p premiers termes de cette somme. Nous obtenons 
ainsi une première inégalité 


sin & 2PT Sin « 


(4 


da. 


(A) liml> lim | mie du = F(+ 0) [ 


O 


Pour obtenir une inégalité de sens contraire, écrivons 
GRR fe sin £a 
oi + f F(a) da. 
0 (215 “ 


Quand & tend vers l'infini, on peut négliger le dernier terme comme 
dans le cas précédent. Ensuite, en changeañt « en à : k, on voit que la 
limite de I sera la même que celle de la somme 


(n—1)T T 37 ST: (n—1)T a \ Sina 
=== ..e F : 
[ [ p [ Le fe + + CG ) œ fé 


Cette fois, tous les termes sont négatifs à partir du second, car sin « 
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“est négatif dans la première moitié de l'intervalle d'intégration et 
positif dans la seconde. Bornons donc la somme à ses p premiers 
termes, on aura, p étant aussi grand qu’on veut mais fixe par rapport 
à k, 


(EP 4æ N Sina ED—AT sin & 
(B) liml < nm [ F(—) : da = F(+ 0) | da. 


Comparons les relations (A) et (B) ; on voit que I finit par rester 
compris entre deux expressions, qui, en supposant p suffisamment 
grand, différent aussi peu qu’on veut de l'expression (ns 88) 


D 
a = EU TH. 


F0) f : 


Donc I a cette expression pour limite, G. Q. F. D. 


Remarque. — On peut concevoir que b et F(x) dépendent d’un para- 
mètre variable x. Pour que la convergence de I vers sa limite soit uni- 
forme, il faudra que # et, par suite, p puissent être supposés aussi 


grands qu’on veut avec z quel que soitæ et que F (= 


ment vers F(+ 0). Supposons que le paramètre x varie dans un inter- 
valle déterminé ; ces conditions seront réalisées si d ne peut pas tendre 
vers 0 et si F{«) est fonction continue des deux variables « et æ. 


] tende uniformé- 


276. Corollaire. — Si la fonction F(a) satisfait aux conditions du 
n° 274 dans l'intervalle (a, b) et qu’on ait (a < 0 < b), on aura 


(2) im ft) 0 et 
k= /a œ 2 


(3) lim L'F( es ka 


R=@o 


du = IF (— 0) + F(+ 0j]. 


En effet, l'équation (2) se ramène à (1) en changeant « en — a; et 
l'équation (8) est la somme des équations (1) et (2). 

Remarque. — La remarque finale du n° précédent se généralise 
d'elle-même. Si a et b ainsi que F dépendent d’un paramètre x qui varie 
dans un intervalle déterminé, la convergence des expressions précé- 
dentes vers leur limite sera uniforme si a et b ne peuvent pas tendre 
vers 0 et si F est une fonction continue de « et æ. 


277. Intégrales de Dirichlet. — Soit F{«) une fonction qui satisfait 
aux conditions du n° 274 dans les intervalies où on la considère. Soient 
a êt b deux nombres satisfaisant aux conditions : 
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—r<a<0<b<T; 


satisfait aux conditions fie Dirichlet dans l'intervalle 


la fonction 
sin & 


(a, b). Par conséquent, le produit F(a) M = Satisfait aussi aux Condi- 
tions du n° 274 et l’on peut EL Fa ) par ce produit dans les 
équations des deux n° précédents. Il vient ainsi, puisque se tend 


vers À quand « tend vers 0, 


: sin £a T 
(4) tn an Jege da — a 0) 
\ 1 Sinka., 
CE 
| b sin ka T 
(@) Jim | Pee)e da = E-[F(—0) + F(H-ON 


Ces formules ont lieu, quelle que soit la manière dont k tende vers 
l'infini. Supposons maintenant que k soit égal à un entier impair indé- 
finiment croissant 2n + 1 ; on aura, par le changement de «enr — or", 


| sin (@n + 1} « = sin (2 + 1) (x — a!) — sin (2n + 1) «' 


Par conséquent, il viendra, par la formule (4), 


9 pr 
(pre CPP” daim [FF Dm BF (x—0) 


lim 
sin 


n=0 Jb sin « 


et, en ajoutant cette formule à (4), 


(2 1)œ 
Gi [OR Kg) . nr vo de = RAT 


Remarque. — Si a, b et F dépendent d'un paramètre æ variable dans 
un intervalle déterminé, la convergence des intégrales (4), (5) et (6) vers 
leur limite sera uniforme, si F est fonction continue de « et de æ et si les 
limites « et o ne peuvent tendre ni vers O ni vers — x ou + *, car les 
conditions requises dans les remarques destdeux n° précédents seront 
vérifiées. La dernière condition que nous venons d’énoncer provient de 
la présence du facteur nouveau « : sin « qui devient infini pour a = — 7" 


ou + 7. 


2/8. Cas d’une fonction infinie. — Les formules précédentes n’ont 
-20 
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plus lieu d’une manière genérale quand F(+) passe par l'infini ; mais 
elles subsisteront moyennant les restrictions suivantes : 1°) La fonc- 
tion F{a) ne devient infinie qu’en des points isolés de l'intervalle d’in- 
tégration ; 2°) l'intégrale de | F{«) | da est finie et déterminée dans le 
même intervalle ; 3°) la fonction F{+) satisfait aux conditions prévues 
précédemment dans toute portion de l’intervalle d'intégration où elle 
est limitée ; 4) elle n’est pas infinie pour « — x (cette condition rela- 
tive au point x n'intervenant que dans le cas de la formule 7). 

La démonstration étant analogue pour toutes ces formules, nous 
allons montrer que la formule (1) subsiste moyennant ces hypothèses 
et, pour fixer les idées, nous admettrons que F{«) n’est infinie qu’au 
seul point «, > 0 de l'intervalle (0. b). 

Remarquons d’abord que, puisque l'intégrale de | F{x) | de est sup- 
posée déterminée dans l’intervalle (0, b), celle de | F{«) | — le sera 


aussi dans toute portion de cet intervalle ne contenant pas le point 0. 
Donc, «, n’étant pas nul, on peut prendre e assez petit pour que 


Pa, +E -d +e p 
Fa) LE et a fortiori | ! F{a) Sin ka 


(e 2 
"AE 


soient en valeur absolue inférieures à un nombre positif w donné 
d'avance, si petit soit-il, et cela, & restant quelconque. se 

Ceci posé, définissons une fonction F.(«) égale à 0 dans l'intervalle 
(a, — €, a, + e) et à F{a) partout ailleurs. Les deux intégrales : 


b 1 d 1 
PE a Pie CUS 
(0 4 (4 
O O0 


différeront entre elles de moins de w. Mais la formule (1) s'applique 
à Fe qui satisfait aux conditions requises jusqu'ici, de sorte que l’on a 


lim [ro si ge = it 0) — SES NeSe 0). 
k=—00 /0 2 
Je dis que cette équation subsiste quand on y remplace F.(«) par 
F(a), car cette substitution n’altère son premier membre que d’une 
quantité moindre que w et aussi petite qu’on veut avec e, tandis que 
son second membre ne dépend pas de e. Il vient donc 


lim FD TE a = = D F( 0) C. Q. F.D. 


kR=c 
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8 7. Séries trigonométriques (ou de Fourier). 


29. Définition des séries de Fourier. Problèmes qu’elles soulèvent. 
— Les séries trigonométriques, qui paraissent avoir été considérées 
pour la première fois par Daniel Bernoulli à propos du problème des 
cordes vibrantes, ont pour objet d'exprimer une fonction flx) par un 
développement convergent dans l'intervalle (0, 2r) et de la forme 


(1) f\x) = e o + Ÿ (am cos MX + by Sin Mt), 
les a et les b étant des constantes que l’on appelle les coefflcients du 
développement. | 

Euler le premier a indiqué le procédé de détermination des coefli- 
cients dans un Mémoire de 1777. Rappelons d’abord que l’on a, metn 
désignant des entiers différents, dont l’un peut être nul, 


2T 2T 
[ COS Ma COS na da — [ sin Ma sin no da — 0 
0 O 


9T 2T 
[ Cos? Ma du — | sin? ma du = T 
O O 


et enfin, même si m = n, 


2T 
[ COS Ma sin na da = 0. 
O 

Remplaçons & par « dans (1); multiplions les deux membres par 
cos m a da et intégrons de 0 à 27; il viendra, si l'on peut intégrer 
terme à terme, | 


(2) Um = ue [0 COS Ma da (ne (P4s2) 


T 


De même, en multipliant par sin Ma da, on trouve 


1 TT 
(3) Dm = —| flx) sin ma da (n=M025 2) 
O 


_ Les séries (1) dont les coeflicients sont déterminés de la sorte sont 
connues sous le nom de séries de Fourier. C'est, en effet, ce grand 
géomètre qui a montré dans Sa théorie de la chaleur l’extrème impor- 
tance de ces séries. C’est lui qui a affirmé le premier qu'une fonction 
définie arbitrairement pouvait être représentée par une série de la 
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forme (1), convergente entre 0 et 2x ; ensuite qu'une seule et même 
série pouvait, dans les portions successives de cet intervalle, représen- 
ter des fonctions analytiquement distinctes, par exemple sinæ de 0 
à x et cos æ de x à 2x. Quoiqu'il y ait certaines restrictions à faire et 
que Fourier n’ait pas traité la question d’une manière rigoureuse, c’est 
cependant lui qui a trouvé les véritables bases de la théorie. Il con- 
vient donc de conserver à ces séries le nom de Fourier, tout en recon- 
naissant que les premières recherches complètement rigoureuses sont 
dues à Dirichlet. 

Les séries de Fourier soulèvent plusieurs questions intéressantes 
et qui ne paraissent pas encore avoir reçu leur solution définitive : 
A quelle condition une fonction fx) est-elle développable en série de 
la forme (1) ? Si le développement est possible, les coefficients sont- 
ils nécessairement fournis par les formules (2) et (8) ? La série (1) 
dont les coœfficients sont fournis par les intégrales (2) et (8) a-t-elle 
pour somme f(x) entre 0 et 2x ? 

C'est la dernière de ces questions que nous allons traiter pour com- 
mencer. 


280. Somme de la série de Fourier. — Alors même que l’on sup- 
pose f(x) développable par la formule (1}, la détermination des coeffi- 
cients par l'intégration de la série terme à terme n’est légitime que si 
la série converge uniformément, ce qu’on ne sait pas, de sorte que 
la manière dont nous avons obtenu les formules (2) et (3) soulève les 
plus graves objections. Pour les écarter, nous allons porter les valeurs 
trouvées de a, et b,, dans la formule (1) et chercher directement si 
la série ainsi formée a pour somme f(x). : 

Soit Sn la somme des m + 1 premiers termes de cette série ; on 
aura 


Sm = = [ ï = + cos(a—t) + cos 2{a—x) +... +cos m {aa} fl) da, 
car le terme général de la série peut s’écrire 
1 [re [COS pa COS px + Sin pa sin px] da. 
La somme entre crochets dans l’expression de S,, a pour valeur 
sin | (2m +4) _— 


A — 


F4 
2 


1] 


2 sin 
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comme on le voit en égalant les parties réelles des deux expressions : 


1 pd à pote gr ea 22 D 
nu Lo he + 07 RAT À TT OÙ 
dont la seconde peut s’écrire 
4 
(+ LE + ; Aa he _ COS 
HOT TN RE 
DL de 91 sin 
ce qui donne 
1 sin Cm + TS ( 
+ cos 0 + cos 20 + + + cos mÿ — 5 
2 sin — 
2 
Nous avons donc 
sin! | Cm + 1) - <a 
So —— 5 fi de 
9 sin - 5 
ou, en posant = , 
1 ir sin (2m + 1) 
NE . SIN (2m TT UV 


[1 faut donc chercher si $ a une limite quand m augmente indéfi- 
niment. La réponse est immédiate si f(x) satisfait, dans l'intervalle 
(0, 2x), aux conditions admises au paragraphe précédent (n° 274). En 
effet, en posant F{y) — fix + 27) ; on est ramené aux intégrales du 
n° 277. Si 0 < x < 9x, la formule (6) de ce n° donne 


(5) Sims» = We 0) + le + 0)] 


Donc la série de Fourier est convergente et a cette expression 
pour somme. Gette somme sera f(x) si la fonction est continue pour la 
valeur considérée de æ. Mais, si la fonction est discontinue pour la 
valeur x — x,, la somme de la série en ce point sera égale à la 
moyenne des valeurs de f(x) à gauche et à droite du point x.. 

Supposons maintenant que l'on fasse x — 0 ou x = 27, le résultat 


mnt 


sera le même, puisque tous les termes de la série prendront respec- 
tivement la même valeur. On aura, pour &æ = 0, 


ma à dt 


Y 
sin y moe 


et, par conséquent, à la limite, par la formule (7) du n° 277, 


(6) S — (+ 0) + fl2r —0). 


Si f(x) est continue aux extrémités de l'intervalle (0, 2x), on aura 
1 
= 5 (0) + AOx)] 


Ce cas est assimilable au cas de discontinuité. On imagine, à cet eftet, 
que l’on porte les longueurs x, non sur une droite, mais sur une cir- 
conférence de rayon 27, de sorte qne les points d’abscisses 0 et 2x se 
confondent. 


281. Cas où /(x) devient infinie entre 0 et 2x. — Si f(x) devient 
infinie en un nombre limité de points de l'intervalle (0, 2x) mais de 
façon que l'intégrale de | f{x) | dæ reste finie, les résultats du no pré- 
cédent subsistent pour toutes les valeurs de x qui ne rendent pas f{æ) 
infinie, car les formules du paragraphe précédent sur lesquelles nous 
nous sommes appuyés subsistent (n° 278). Mais, si x est un des points 
qui rendent f{x) infinie, y — 0 est un de ceux qui rendent fx + 2y) 
infinie dans la formule (4) et les conditions requises au n° 278 n'ont 
plus lieu. 


282. Convergence uniforme de la série de Fourier. — Il est clair que 
la série de Fourier, dont les termes sont des fonctions continues de æ, 
ne peut converger uniformément dans le voisinage d’un point de discon- 
tinuité de f(x) ; mais je dis qu’elle converge uniformément dans tout 
intervalle (a, b), 


DRM <E Dr, 


dans lequel f\x) est une fonction continue de x. 
En effet, si nous nous reportons à l'intégrale (4) qui précède, la fone- 
tion /(æ + 27) est une fonction continue de æ et de y dans le domaine 


limité aux intervalles (a. 6) de æ et (=£, ST — 2) de y. De plus, les 


limites —5 et x — 7] © de cette intégrale ne peuvent tendre ni vers O ni 
vers x. Les conditions stipulées dans la remarque du n° 277 étant réali- 
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sées, l'intégrale (4) (ou S) tend donc uniformément vers sa limite 
quand » tend vers l'infini ; donc la série de Fourier converge uniformé- 
ment dans l'intervalle (a, b). 


Supposons maintenant que (x) soit continue dans l'intervalle (0,27) 
tout entier. Si f(0) et (2x) ne sont pas égaux, la converge cessera 
nécessairement d’être uniforme aux deux extrémités de l’intervalle (0, 2x), 
car la somme de la série sera discontinue en ces deux points. Mais nous 
allons démontrer la proposition suivante : 


Si f(x) est continue dans l'intervalle (0, 27) et reprend les mêmes 
valeurs aux deux extrémités de cet intervalle, la série de Fourier con- 
verge uniformément dans un intervalle quelconque. 


Reprenons la série de Fourier qui représente f(x) entre O et 27 : 


Co 
. + E (an cos me + bn sin ma). 
À 


Cette série converge uniformément dans toute portion de l'intervalle 
(0, 2x) ne contenant pas les extrémités. Mais, comme elle est périodique 
de période 27, il suffit, pour établir qu’elle converge uniformément dans 
tout intervalle, de montrer que la convergence est uniforme dans le 
voisinage de æ = 0, 

A cet effet, soit o[x) la somme de la série ; ce sera une fonction de 
période 2x, continue pour toutes les valeurs de æ, et qui coïncide avec 
f(&) dans l'intervalle (0, 2x). On a ainsi, pour toutes les valeurs de w, 


(7) p(æ) = _ _. È (am cos ME + bn sin MT). 
1 


et, en changeant x en æ —", 


(8) plæ— 7) — _. 4 $ (— 1} (a, cos max + b,, sin mx). 


Considérons ce développement dans l'intervalle (0, 2x). C'est le déve- 
loppement de o{æx— 7%) en série de Fourier, car Îles coefficients en sont 


bien donnés par les formules (2) et (3;. On a, en effet, à cause de la 
périodicité de y, 


je p (x—x) cos ma da = (— sn [Fe (a + r)cos ma + x) da + 


Oo O 
27 
+- [ pla—r)cosm{a—") de | 
TC 
2T 
—= (— 1y" | pa) cosMmada ee (— l'an. 
0 

et, de même, 


2T 
[ pla—x) sin mada = (—1)"0%. 


(0) 
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Donc, comme on l’a prouvé au début de ce numéro, le développe- 
ment (8) converge uniformément dans le voisinage du point &æ = #* qui 
est au milieu de l'intervalle (0, 27). Cela revient à dire que le dévelop- 
pement (7) converge uniformément dans le voisinage de æ = 0, C.Q F.D. 

Bien entendu, dans les théorèmes précédents, la fonction f (æ) est tou- 
jours supposée satisfaire aux conditions stipulées au n° 274. 


283. Développement de (x) en série de Fourier dans un intervalle 
quelconque d'amplitude 2x. — On peut aussi se proposer de dévelop- 
per une fonction fix) en série de Fourier dans un intervalle (A, A +97), 
autre que (0, 2x), mais de même amplitude. Ce développement sera 
fourni par les formules : 


(e 2] 
fx) = _. do + 2 (an COS mx + b,, sin mx) 
4 . 


e) 6 
À A+2T À AH2T , 
Am = — f(a) cos ma da,  bm = — j f\x) sin ma da. 
TT A TT JA 


En effet, ce problème se ramène au précédent en imaginant une 
fonction œ(x) qui coïncide avec f(x) entre À et À + 9x, mais qui 
admette la période 2+, ce qui achève de la définir. Son développement 
entre 0 et 2x, sera fourni par les formules établies précédemment : 


(ee) 
(10) o(x) = = Go + 2 (Am COS ME + by Sin MT) 
4 


| 2T À 2T Ÿ 
Am = _ [ o(a) COS ma da, bn = ee [ o(x) sin ma da. 


Ges nouvelles valeurs de a», et b,, coïncident effectivement avec les 
précédentes, car, les fonctions sous le signe Î ayant pour périodes 2r, 
on peut faire la transformation 


2T A+2T A+2T 
[ o(a) COS ma da — f p(a) COS ma da = | f(x) cos ma da 
1/0 A A 


et une autre transiormation analogue pour b». 

D'autre part, le développement (10), qui est démontré dans l’inter- 
valle (0, 2x), subsiste quel que soit x, puisque les deux membres sont 
périodiques. Donc il subiste, en particulier, dans l'intervalle (A,A+-27) 
où y — f'et où il coïncide avec (9), G. Q. F. D. 

En particulier, si l’on veut obtenir par les formules (9) le dévelop- 
pement de /(x) entre — x et + x, on posera 


(11) am» — ef fa) cos ma da, by — if (a) sin ma da 
T JT —T 
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284. Séries de cosinus seuls ou de sinus seuls. — Nous établirons 
dans le paragraphe suivant que le développement de fx) en série de 
la forme (1} n’est possible que d’une seule manière dans un intervalle 
d'amplitude 2x. Mais, sans entrer dans cette question, on aperçoit de 
suite que, si l’on ne veut représenter flæ) que dans un intervalle (À, B) 
d'amplitude moindre que 2r, le développement sera possible d’une 
infinité de manières. En effet, soit f(x) une fonction égale à f(x) 
entre A et B, mais quelconque en dehors de cet intervalle ; le déve- 
loppement de f(x) en série de Fourier dans l'intervalle (A, À + 2x) 
représentera /{x) dans l'intervalle (A, B), mais, comme la définition 
de f(x) reste arbitraire de B à À + 27, il y aura une infinité de déve- 
loppements satisfaisant à cette condition. 

Le raisonnement précédent permet de montrer que, si l’on se 
borne à l'intervalle (0, x}, le développement de f(x) peut se faire à 
volonté en série de sinus seulement ou en série de cosinus seulement 
des multiples de x. 

En effet, pour obtenir la série des sinus, il suffit de développer 
dans l'intervalle de — * à + une fonction impaire f.(æ) égale à fx) dans 
l'intervalle (0, x}. On aura, par les formules (11), 


A (T 44 à AUEt 
Am = — [ fi la) cos ma da, ne + | fla) sin ma du. 
TT T JT 


T 


Mais les intégrales de — * à 0 et de 0 à + se détruisent pour 4» et 
s'ajoutent pour b,,. On aura donc, dans l'intervalle (0, x) où fi == f. 


19 fo—Sbmsnme, me [  J(a) sin me de 
4 ; 0 


De même, pour obtenir la série des Cosinus, on supposera que 
f(x) soit paire et on trouvera (les bm étant nuls) 


Ao _ 9 T 
RUES UN PNPACOENT, on | f{a) cos ma da. 
0 


285. Exemples de séries de sinus.— Commençons par une remarque 


générale. 
Les coefficients b, du développement en série de sinus dans l’in- 
tervalle (0. x) sont fournis par les formules 


OMS " 
D IE +[ fl) sin ma da | 
2 
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Supposons qu'on ait f(x) = fr — x); ces deux intégrales, égales 
au signe près, s’ajoutent si m est impair et se détruisent si m est 
pair. Donc le développement ne contiendra que les multiples impairs 
de x et l'on aura 


T 
(14) Aa) == S bar sin(2k + 1)2, bay = + [ À f{a) sin(2#+ 1e dx. 
À O 


Au contraire, Si /{x) = — f(x — x) ; les deux intégrales s’ajoutent 
quand m est pair et se détruisent quand m est impair ; le développe- 
ment ne contient plus que des multiples pairs de x et l’on a 


TC 
G5) fe) =Sbmsin dk, bn = . { * fa) sin 2 a de. 
O 


Premier exemple. — Développons ve en série de sinus dans l’inter- 
valles (0, x). On a ft) = f(x — x). Donc le développement est fourni 
par la formule (14). On a 


T 


Dent == ° sin (2k + 1)a da — 1 
0 


2k +1 
Par conséquent, entre 0 et x (limites exclues), 


| F ; sin3Zæ  Ssinir 
(16) ZE = Si0 2 3 + 5 


Si l’on change x en — x, la série change de signe ; elle représente 


donc — . entre O0 et — x. Pour x = 0 (point de discontinuité) tous 
les termes sont nuls, la série est égale à 0, C'est donc bien la moyenne 
des valeurs à gauche et à droite du point 0, conformément aux for- 
mules générales. 

T ! 
PRNTT 
l'intervalle (0, x). On a f(x) = — f{r — x). Donc le développement est 


Deuxième exemple. — Développons en série de sinus dans 


fourni par (15). On a, en intégrant par parties, 


F Fr 
2 9 | | PET 
Der = jé (1) sin ka da Doi ef COS 2ka da = 


Par conséquent, entre 0 et x {limites exclues), 


# 
2k 


T zx sin?2x sinét  sin6x 
(17) DÉC 0 7 ai 6 es 
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La série admettant x comme période, sa valeur sera donc connue 
quel que soit x. 


Si l’on soustrait (17) de (16), il vient, entre O etr, 


PORT sin2x sinèäæ  Sin4t 
DH 2 3 4 


Mais, les deux membres étant impairs, le développemeut est valable 
dans l'intervalle de — x à x (limites exclues). 


286. Exemples de séries de cosinus. — Commençons par une 
remarque analogue à celle du n° précédent. Les coefficients 4» du 
développement en série de cosinus entre 0 et x ont pour valeur 


9 Fe (fr | 
an = + | | + | fla) cos ma da | 
‘TC O T 
no 


Si f(x) = fir — x), ces deux intégrales se détruisent quand m est 
impair et s’ajoutent quand m est pair. On a donc 


T 
# = 
H8) fe +Samcos2ke, ne = | 2 fla) cos 2ka de. 
O 


Au contraire, si flx) — — fr — x), les intégrales se détruisent 
quand m est pair et l’on a 


(19) faw)=Éœrucos(@2k+1)z, turn = + [Fra cos Qk+ jade. 
O O 


T x 
Premier exemple. — Développons Yo série de cosinus dans 


l'intervalle (0, x). Comme f(x) = — fr — x), le développements se 
tire de la formule (19). On a, en intégrant par parties, 


br (1-# COS + jade = GET Pot sin (2k + Â)a da, 


2 
FAP 


Par conséquent, entre 0 et x (limites comprises), 


x 2 COS 3x COS DT 
D ose + SE + 


Le second membre est une fonction paire de x, cette formule sub- 
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sistera donc entre — x et + x à condition d’y remplacer dans le pre- 
mier membre x : 2 par sa valeur absolue. 


Deuxième exemple. — Développons sinx en série de cosinus entre 
0 et r. Gomme fix) = f(r — x), il faut faire usage de la formule (18). 
On a 


T Te 
ie | *sinecos2ka da — + [sin (2k + 4) «— sin (2#—A}e]da 
T Jo r Jo 


AE anne RM a RE 
BR TE LÀ GE —1) Ar En PR 
Par conséquent, entre 0 et x (limites comprises), 
2] ne = +5 a ge — SE 
PU SE D Sora en 5.7 


Le second membre admet la période x ; cette relation subsistera 
donc pour toutes les valeurs de x, à condition d’y remplacer sinæ par 
sa valeur absolue. 


Troisième exemple. — Développons maintenant en série de cosinus 


dans l'intervalle (0, x) la fonction Log (2sins), qui devient infinie 
pour x = 0 dans les conditions prévues au n° 281. On a d’abord 


T 
U) T rs 
ee +| Log(2 sin-&) are + (FLos (2 sin a) da 
O O 
et, en remplaçant 2 sina par (2 sin . É COS &), 


T T 
UE _ il Log (2 sin +) da je 14 Log (2 COS à Jde. 


Soustrayons cette équation du double de la précédente, on en tire 


T 
T [ 
ü, =+f Log (2 sin Ze )du— + (Frog (2 cos Jda = 0, 
2 


car ces deux intégrales se détruisent (la seconde se ramène à la pre- 
mière en substituant tr — « à a). 
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Ensuite, en intégrant par parties et en ayant égard à la formule de 
décomposition du ne 280, savoir 


1 sin ( m + +): 
5 + COS à + COS Do CO SM AS Tape 
# Sin 


il vient, pour m = 1, 2,... 


L [e À 
sin ma COS —- 
Dee nie LAN TE 2 
Um = — cosm a Log( 2sin--) HUE [ ———— da 
mo 2 MT Jo NC: 
k SIN 5 


: À 4 
y rs (m+)c y sn (m—): | 
— Don a ——: 
DT LT 9m Jo ta m 
Par sn 


En définitive, on a, dans l'intervalle (0, x), 


(22) — Log(2sin +) AE ses 2 | nee * cosde A 


Si l'on remplace le premier membre par — = Log (4 sint-5- ), les 


deux membres seront des fonctions paires de æ de période 2x et la 
formule subsistera quel qne soit x. 


& 8. Théorème de Cantor : 


Unité du développement trigonométrique. 


287. Exposé de la question. Simplification du problème. — La déter- 
mination des cœæfficients du développement 


(ee) 
f(æ) = guet ZE {am CoSMX + bmsin ma) 
m=1 


par des intégrations (n° 279) est légitime pourvu que la série soit unifor- 
mément convergente dans l'intervalle de 0 à 2x. Donc la fonction /(æ) 
ne peut être représentée que d’une seule manière par un développement 
uniformément convergent entre 0 et 2x et ce développement est celui de . 
Fourier. 

Mais, si on laisse de côté l'hypothèse de la convergence uniforme, on 
peut se demander s’il n'existe pas, pOur représenter f(x) entre O et 2x, 
un développement trigonométrique différent de celui de Fourier. C'est 
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Cantor qui a démontré le premier qu’il n’en existait pas d'autre. Mais, 
pour faire cette démonstration, il faut imposer certaines restrictions à 
f{æ). Ce sont celles que nous avons définies précédemment ; nous sup- 
poserons donc que (x) vérifie les conditions de Dirichlet ou, plus géné- 
ralement, se décompose en un produit ou une somme de fonctions qui les 
vérifient, Plus généralement encore, f(æ) pourra devenir infinie en un 
nombre limité de points, mais de la manière qui a été précisée au n° 28]. 
Cela posé, supposons que l’on ait 


f(æ) = ; a) + E (an cos mæ + b',, sin mx) 
pour toutes les valeurs de x entre O et 2x, sauf pour un nombre limité 
d’entre elles, par exemple toutes celles quirendent la fonction discontinue, 
Je dis que ce développement coïncide avec celui de Fourier. Pour le 
prouver, je retranche les deux développements l’un de l’autre et j'obtiens 
1 

Z % + EL (a cos ma + By sinmæ) = 0 . 
pour toutes les valeurs de x entre O et 2x, sauf peut-être pour un 
nombre limité d'entre elles. Il suffira d'établir que cette relation ne peut 
avoir lieu que si tous les « et tous les 8 sont nuls. 

Cette démonstration s’appuie sur trois théorèmes préliminaires, deux 
de Riemann et un de M. Schwarz que nous allons d’abord démontrer. 


288. Premier théorème de Riemann. — Considérons la série 


(1) 520 + E (an cosmæ + b,, sin mx) 
ou, si pour abréger, nous posons 


1 
AE g %o Am = Am COSME + by Sin Ma, 


la série 
LE af Qu APTE 


Supposons que 4m €t ôm soient infiniment petits pour m croissant à 
l'infini. Formons la série | 


2 
(2) NF) A ES AI CRRE EEE Pre 


que l’on déduit de la première en intégrant deux fois chaque terme. Cette 
série sera uniformément convergente dans tout intervalle, Car, Am ne 
pouvant surpasser en valeur absolue une quantité positive fixe A, les 
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termes de la série seront inférieurs aux termes correspondants de la 
série positive convergente 


Fe A A A 
RÉ ar mi Te LE de 


Done la série (2) a pour somme une fonction F (x) qui est continue 
pour toutes les valeurs de æ. 
Riemann considère le rapport 


F(œ + 2a) — 2F(x) + F(x — 24) 
Aa? 
et énonce le théorème suivant : 
TuéorëMe. — Si la série (1) est convergente el a pour somme f(æ) 


pour une valeur particulière de æ, le rapport précédent tend vers f (x) 
quand à tend vers 0. 


Observons les relations 


cos n(æ + 2a) — 2cos nœ + cos n(x — 24) = 2c08n (cos 2na—l) 
— — A cos næ sin? na, 


sin n (& + 2a) — 2 sinnæ + sin n(xæ —?2a) = —4 sinnæ sin? nx; 
nous pourrons écrire 


F(xæ +2") —2K(x)+F(æ—20) 
Aa? 


PA AN fes Pr LAN (re) + À 


Puisque la série A0 + À, +... converge Vers flæ) pour la valeur 
considérée de æ, on peut faire 


A+ A; +. + Ans = f(®) + En 


et à tout nombre à donné mais aussi petit qu’on veut, on peut faire corres- 
pondre un nombre "” tel qu'on ait 


(8) 


ral ne si n SM. 


Prenons maintenant « assez petit pour que Ma soit < 7; transfor- 
mons par les substitutions 


A0 fx) + €, An = Ent — En» 


la série du second membre de (3) dans la suivante : 


omis) CH] 
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et partageons cette nouvelle série en trois parties : dans la première, # 
croitra de . à m ; dans la seconde de » + 1 au plus grand entier s con- 
tenu dans _ ; dans la troisième de s + 1] à oo. 


La première partie se compose d’un nombre invariable #% de termes 
qui tendent tous vers 0 avec « et elle tend elle-même vers 0 avec «. 


La deuxième partie est moindre que 


ER = : E) = [ee (5) ] es ARE sin =) 1 


car les différences entre crochets dans chaque terme de (4) sont posi- 
tives (sin æ : æ décroissant de & = 0 à & — x et sa étant < x). Doncla 
seconde partie est aussi petite qu’on veut avec à, 


Dans la troisième partie, le terme général se décomposera en deux 
parties, d’abord 


[(se) CSSS 


et ensuite [eu égard à sin? p — sin? g = sin (p +- q) sin (2 — 9)] 


npete n = LA) Æ Æ) ]- Le sin nr 1) « de a 


Sous cette forme, il est clair que le terme général est plus petit que 


sh ler + 


et, par suite, la somme de s + 1 à œ est plus petite que 


Ô 
AT es 


TH : 
Enfin, comme s est >—— — 1], elle sera moindre que 
œ 


|; 


elle est donc aussi petite que l’on veut avec à. 
L'expression (4) diffère donc aussi peu que l’on veut de f(x) à condi- 
vion de rendre « suffisamment petit, Le théorème est démontré. 
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289. Deuxième théorème de Riemann. — Le quotient 
F{x + 2a) — 2F{x) + F(x — 24) 
2a 


tend vers O avec «x, et cela pour toutes les valeurs de x, même pour 
celles qui rendraient la série As + A, + À, +" divergente. 
Eu effet, ce quotient s’exprime par la série 


(ee) c 2 
24 Ÿ An (= 2) 
O nx 


Partageons-la en trois parties : Dans la première n variera de 0 jus- 
qu’à un nombre » tel que, pour # 5 M, on ait | An | <e; dans la 


C 
seconde n variera de m + Lau plus grand entier s contenu dans —, 
œ 


c désignant une constante fixe ; enfin la troisième partie comprendra le 
reste de la série. 
La première partie donne une somme moindre que 2Qc, en désignant 


m 

par Q la somme À | A4 | qui est fixe par rapport à «; la seconde est 
O 
moindre que 
S 
Du De < Quse < ÊCE; 
m+#1 

enfin la troisième est moindre que 


ee} © 
ee 2 re 1 )<$< = 


SH Pate  G sp Ce 


Ces trois parties sont donc aussi petites que l'on veut avec € et «, d’où 
résulte la démonstration du théorème. 


290. Théorème de M. Schwarz. — Toute fonction F(x) continue dans 
un intervalle (a, b\) et telle qu'on ait, pour joute valeur de æ dans cet 
intervalle, 


tin EE + 20) — 2F(e) + F(o—2%) _p 


d—=0 Aa? 
est une fonction linéaire de æ ('). 


Suppposons a<b; désignons par i le facteur Æ 1, par h une con- 
stante positive et formons la fonction 
F(b) — Fa k? 
1 ste) = 2 [rte — ra) — 0 ET] gen —0 


b—a 


(1) Si l’on présupposait l'existence de F!/(x), le théorème serait évident, car 
on aurait F!'(œ@) = 0. 


21 
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Cette fonction est continue dans l'intervalle (4, b) et l'on 2 


li LS CEE pe 
a=0 


… Donc, si « est assez petit, l'expression 


Pl& + 2x) — 2p(x) + p(x — 22) 
est positive. Je dis qu’il en résulte que o{x) ne peut être positive pour 
aucune valeur de æ dans l'intervalle (a, b). 
En effet, pa) et w(6) étant nuls, (x) atteindrait alors un maximum 
pour une valeur +, de & comprise entre a et b ; on aurait : 


e(mo + 2) — pla) SO, * ef — 2) — 9{m) SO 


et la somme de ces deux différences p{(æo + 2a) — 2p(&o) + p(%0 — 24) ne 
serait pas positive. 


: Donc y(x) est négative ou nulle dans l'intervalle (a, b). Ceci ne peut 

avoir lieu, le signe de à restant arbitraire, que si l'expression entre 

crochets dans la valeur (5) de (x) est nulle. En effet, si elle n’était pas 
2 - . 


nulle, on pourrait la supposer supérieure à D (& — a)(b — x) en pre- 


nant assez petit et l’on pourrait choisir le signe de à de manière que v(x) 
soit positif. es 
Donc la fonction entre crochets est nulle dans tout l'intervalle (a, b)et 
l'on a 
F(b) — F{a) 
DE N'a d 


F(a) = Fa) + (&æ — à) at > 


c’est-à-dire que F({x) est une fonction linéaire de æ. 


_ 291. Démonstration du théorème de Cantor. — On suppose que l’on 
ait Mt 
1 @ a 
Z % au É (an cos nœ& + B, sin nx) = 0 
pour toutes les valeurs de x dans un intervalle d'amplitude 2x, sauf 
pour un nombre limité de valeurs exceptionnelles. On ne fait aucune 
hypothèse sur la manière dont se comporte la série pour ces valeurs 
exceptionnelles. Nous remarquons que, par suite de la périodicité, cette 
relation aura lieu pour toutes les valeurs de x dans un intervalle quel- 
conque, sauf pour des valeurs exceptionnelles isolées les unes des autres. 
Soit æ une valeur différente des valeurs singulières, 
_Remplaçons dans la série æ par æ + puis par æ — à et ajoutons, il 
viendra 


| 2 | 
ÿ % + 2 (an cos nœ + $, sin næ) cos nà = 0 ; 
4 


mr, 


et cette relation aura lieu pour toute valeur de 5, sauf pour des valeurs 

isolées. C’est une série trigonométrique en à, mais qui présente ceci 

d’essentiel, c'est que le coefficient de cos nô tend vers O pour n infini 

(x étant différent des valeurs singulières). Noüs pouvons donc nous | 
borner dans la démonstration du théorème de Cantor au cas où les coef- 

ficients du sinus et du cosinus tendent vers O pour infini. En effet, le 

théorème étant démontré dans ce cas, s'applique à la série trigonomé- , 
trique en à. On aura donc, pour toutes les valeurs de n et pour toutes les 

valeurs de æ (différentes des valeurs exceptionnelles), 


on cos nœ + By sin næ& = 0; d'où an = 0, Pr = 0. 


Grâce à ces préliminaires, nous voici ramenés, pour établir le théo-: 
rème de Cantor, à démontrer que, si l’on a, pour toute valeur de æ (sauf 
des valeurs isolées), A | 


5 Go LÈ (an cos næ + b, sin næ) = 0 
1 


avec la condition lim a, — lim #, — 0, on doit en conclure que tous les. 
coefficients a et b sont nuls, Cette démonstration est maintenant facile, 

Appliquons le premier théorème de Riemann et formons la fonction 
F(x). Celle-ci sera continue pour toutes les valeurs de æ sans aucune 
exception. On aura, pour toutes les valeurs de æ sauf pour les valeurs 
singulières, 


a F(æ+2e) —2F(x)+F(æ—2a) 


A—=0 Aa? 


= 0° 


Donc, d’après le théorème de M. Schwarz, la fonction F (x) est une 
fonction linéaire de æ dans l'intervalle de deux valeurs singulières, La 
courbe 


y=F(@) 


forme done une ligne olygonale continue dont les sommets correspon- 
dent aux valeurs singulières. Considérons une telle valeur æ, ; la fonc- 
tion F({x) ne cesse pas d'être continue et l’on a, en vertu du deuxième 
théorème de Riemann, 


in Eto+2a)—2F (0) + Fm +2 


DO 2 a 


0: 


Or, dès que « devient assez petit, les deux quotients 


F (0 + 2 a) — F (&o) 4 F (&o — 2 a) — F (%o) 
2 à DA so 


représentent les coefficients angulaires des deux côtés du polygone qui 
aboutissent au sommet considéré. Donc ces coefficients sont égaux et les 
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deux côtés dans le prolongement l’un de l’autre. Ainsi la courbe y = F(x) 
se réduit à une droite indéfinie. Soit y = cæ + c' cette droite ; on aura, 
pour toute valeur de æ, la relation 


x? À An COS NX -+ bn Sin næt 
A0 — À" "© = ç% + ce! 
(e) D ; n? à , 
d’où 
a bn Sin nœ æ? 
ÿ An COS 1% T bn S A Ne 
; n? HD à 


Le premier membre étant périodique, il faut que A, — 0 etc = O0. Il 
reste alors 


An COS NX + bn Sin næœ 
vec Sn ROMEO EN ARE L 10. 
1 n 
C’est le développement de O en série trigonométrique uniformément 
convergente ; on peut donc appliquer, en toute rigueur, la méthode clas- 


sique pour déterminer les coefficients et l’on trouve c! = 0, ay = 0, 


CHAPITRE VIL 


Notions sur le calcul des variations 
et le calcul des différences. 


8 1. Calcul des variations. 


2992. Variation d'une intégrale définie. — Soient y une fonction f(æ) 


et y! sa dérivée, F(x, y, y') une fonction donnée ; considérons l'inté- 
grale 


Ti 
(1) | F(x, y, y!) dx. 
To 


Pour étudier les changements que subit cette intégrale quand on 
modifie la fonction y et les limites x, et x,, on imagine que ces 
changements résultent de la variation d’un ou de plusieurs paramè- 
tres. On introduit ces paramètres en raisonnant de la manière sui- 
vante : 

L'équation y = f(x) est, entre x, et x, celle d'un arc de courbe AB 
et l'intégrale (1) est prise le long de cet arc de courbe. Quand on 
altère y et les limites æ,, æ,, cela revient à remplacer l'arc AB par un 
autre arc A,B,. Pour étudier les changements éprouvés par l’inté- 
grale quand on passe d’un arc à l’autre, on fait un changement de 
variable et l’on considère une représentation paramétrique de l’arc : 
on pose, t désignant la nouvelle variable indépendante et «,, 4, des 
paramètres dont dépendent la forme et les extrémités de l'arc, 


(2) D VIAdi NT.) y == d(f, Gi, Gosse.) 

On conçoit que ces équations se réduisent à æ = %, y Yo et à 
x = %, y = Y, respectivement pour { = 0 et pour { — À : ensuite que, 
pour des valeurs particulières des paramètres (a, == @, —= ++ 0 par 
exemple), l'arc défini par les équations (2) se réduise à l'arc AB. 
Alors cet are se déforme et se déplace quand on fait varier les 
paramètres. 

On verra par la suite qu’il est généralement inutile de former 
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explicitement les fonctions off, a), d{f, «) et que le point de vue que 
nous venons de définir importe seul pour la conduite des calculs. 

Ce point de vue étant établi, les définitions se réduisent aux sui- 
vantes : | 


La variation de l'intégrale X est sa différentelle totale par rapport aux 
paramètres «a. | | 

La variation d'une fonction quelconque de x, y, y', y'',.… est sa diffé- 
rentielle totale par rapport aux a. 


Les variations se représentent avec la caractéristique à pour les 
distinguer des différentielles par rapport à { que l’on appelle simple- 
ment différentielles et que l’on continue de représenter avec la carac- 
téristique d. D'où la règle suivante : 


Les symboles d et à, désignant des différentielles relatives à des 
variables indépendantes, peuvent toujours être inlervertis. 


Arrivons maintenant aû caleul de la variation I de l'intégrale. Ce 
calcul se fait par l’ application des règles générales. On prend t{ comme 
Yariable d intégration ; il vient 


HU DER [ "(@, y, 9) dt 


et, les limites étant constantes, ôI se calcule par la règle de Leibnitz 
us = [2 en . à = [2e SET = US de | 


de la substitution dx — dôx, on peut faire une intégration par 
‘parties sûr le second terme de l intégrale : et l’on trouve, en revenant 
‘à x comme variable d'intégration, | | 


1 or ; 
nl = (Rôaÿ + [° (Re) 
Il y a lieu de transformer celte expression. Posons, en abrégé, 
| OF Œ oF 
DT A: : Au O7 0 JS [ Te 
) | X. ox | M dy Ÿ Oy' 
d'où | a | 
T ! dF 
dF = Xôœ + Voy + V'ôy, Pres = X + Yy + Yyll; 
il viendra Pl 


à = (Fa)! + [ À de (YOy — y'a) + Y(Sg! = y'Bx)]. 
T9 
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Posons, pour simplifier, 
(5) & = Ôy — y ; 
il viendra, en différentiant par rapport à é, | 
do = ddy — y'ôdx — dy'dx 
et, par la relation ddy = Ô(y'dx) — dy'dx + y'àdæ, 
do = A — dy'Ôx, 


(6) Ten = à! — y''dx. 


Par conséquent, ôl peut s’écrire sous la forme 
BI = [Fèr], + le (Yo + Y'w!) dx 
#o | 


Cette intégrale se transforme enfin au moyen d'une intégration par 
parties sur le second terme, et il vient définitivement | 


i à 1 ef av! 
= + Yan Ge D Jodr. 


293. Cas où F contient deux fonctions. — Soient 4 une seconde 
fonction de x et 2! sa dérivée. La variation de 


= CA F(æ, y, !, 2, 3) dx 
et ec. "70 : 1 
se définit; et se SA GIER en AL PEL 3 aussi comme une ; fonction de 
la variable t et des paramètres «&. On obtiendra donc ôl en ajoutant 
aux expressions du n° précédent les termes provenant de la variation 


de z. | 
Soient Z — — 2 = ou les expressions analogues dE Ye CCLYS 
définissons une quantité auxiliaire &, analogue. à ü : 


m'= ùr—4 ÔX, 
w! — 92! — 2! 0x; 


4 


d'où 
il faudra compléter l'expression (7) de èI comme ci-dessous : 


She [Fèx+ Y'u+7's) 


PA ECTS 
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294. Cas où F contient des dérivées d'ordre supérieur. — Les calculs 
du n° 292 s'étendent facilement à l'intégrale 


Ti : 

I — [ Fr, ylyl y) tar, 
F4 62 
0 


dans laquelle F renferme des dérivées d'ordre supérieur de y. En. 
effet, la formule (3) subsiste et l’on a 


1 Ty dF 
ÔI — IF 2e | E ii (ar mo ùx ) dx. 


Si l’on pose, en abrégé, 


OF OF 


dé Ni ae dy" 


DT NON OT 7 og” 
AFS ETS 
la quantité dF — Fr à intégrer prend la forme 


Y (ôy — y'ôx) + Y' (èg' — y! dx) + Y!! (og! — y!!! x) + … 
Mais nous avons posé 
W == 0y — y! 0x, d’où w! — y! — y! dx 
et on en conclut, en remplaçant successivement y par y', y! 
©! = y! — y!!! Üx, OT = Gyl! — y Ôr,…. 


Il vient donc 
See [F ëz | hi [ D [Ye L Yo! + Yo! L . 
0 Fa pe 
0 


On fait disparaître, par un nombre suffisant d’intégrations par par- 
ties, toutes les dérivées de w qui figurent sous le signe f et l'on 
trouve ainsi l’expression définitive 


(A 
= [rêe + verre 4 
0 


(RENE As 
+f Y Te + Le vob dr 
Si F contenait une seconde fonction + de x, il faudrait compléter 


ÔI de termes relatifs à z comme au n° 298. 


295. Cas où F dépend des valeurs de x, y, 4 aux limites. — Si F con- 
tient les quantités æ, Yo, 20, Zi, Yi, 21, il faut encore ajouter aux 
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expressions déjà obtenues de SI l’ensemble des termes qui provien- 
nent des variations de ces quantités, à savoir l'intégrale 
SPORE + 2 | 
fe [a de + be + Se Be + | de 
C'est donc un ensemble de termes ne dépendant que des variations 
aux limites. 


296. Condition nécessaire de maximum ou de minimum d’une inte- 
grale définie. — L'objet principal du calcul des variations est de 
déterminer les maxima et minima d’intégrales définies dont les 
éléments dépendent d'une ou de plusieurs fonctions inconnues. 

Dans le cas le plus général, on considère l'intégrale 


a 
1 — [ 1Fx,y,g',g",.., %, 4!) dt. 
T 
0 


La fonction F est donnée, mais les fonctions y ei x de x sont incon- 
nues. Quant aux limites Zo, 1, et aux valeurs correspondantes de 
y, %, ÿ',..., elles peuvent être soit données, soit complètement arbi- 
traires, soit encore liées par une ou plusieurs équations. On demande 
de déterminer y et x et ce qui reste d'indéterminé dans les quantités 
aux limites de manière que l'intégrale I soit maximum Où minimum. 

La recherche des conditions nécessaires et suffisantes à cet effet 
est un problème très ardu, dans lequel nous ne voulons pas entrer. 
Mais le théorème suivant, qui ne donne qu’une condition nécessaire, 
suffit à la détermination pratique du maximum ou du minimum S'il 
existe : 


Tuéorème. — Le système des valeurs de y, x, et des quantités aux . 
limites qui rend l'intégrale 1 maximum ou minimum sous des conditions 


imposées, doit annuler la variation ÔI pour tout système de variations 
de x, y, #,.., et des quantités aux limites compatibles avec les conditions 
imposées. 


Soient, en effet, y, %,... Los Lise. les valeurs qui fournissent le 
maximum ou le minimum cherché. Altérons infiniment peu ces 
valeurs en respectant les conditions imposées, et cela au moyen de la 
variation d’un ou de plusieurs paramètres &js Aopeee l'intégrale, con- 
sidérée comme fonction de ces paramètres doit être maximum où 
minimum. Done (abstraction faite des cas de discontinuité, que nous 
écartons) sa différentielle totale ôI est nulle. 


29'7. Décomposition de la condition 1 — 0. — PREMIER CAS. Consi- 
dérons l'intégrale, qui ne dépend que d’une fonction inconnue ÿ, 


= °'F(x, y, y) dx. 


æ0 


Sa variation, fournie par la formule (7), est de la forme 
CE 
@) = A+ | Bw dx, 
T9 


où À est une fonction linéaire et homogène des variations des quan- 

tités aux limites et où l’on a B — Y — #2. | 
L'équation ô[ — 0 se décomposera en deux autres. | 
En effet, on peut d’abord laisser fixes les quantités aux limites, alors 


À est nul et il vient | 
| PROLEUE 
Je Bv dx — 0. 
T0 
Mais © = Ôy — y'dx est arbitraire avec dy et dx pour chacune des 
valeurs de x. La relation précédente ne peut donc subsister quel que 
soit w que si l’on a, pour chaque valeur de x, 


B = Y—T 0. 


 L’équation B — 0 est une équation différentielle qui porte le nom 
d’équalion principale et qui sert à déterminer la forme de la fonction 

‘inconnue y. R 

En second lieu, B étant nul, l'équation 91 = 0 se réduit à 
14 
== LFB — Yo | = (,. 

= 0 Fa 
L'équation À — 0 est l'équation aux limites. Elle sert, comme nous 
le montrerons dans les exemples traités plus loin, à déterminer les 
constantes introduites par l'intégration de l'équation principale. RE 


… DEUXIÈME cas. — Quand F renferme deux fonctions i inconnues y etz 
ainsi que leurs dérivées premières, la variation de l'intégrale 


I = [* F{x, y, 9',2, 2) dx 
To 
est donnée par la formule (8); àI est donc de la forme 


(10) SI = A + | ‘(Bu + Co) dx, 
"LE : To = RENE 
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‘en désignant par À l’ensemble des termes aux limites et en posant. 


L'équation dl —=0 se décompose immédiatement en deux auires, 
comme dans le premier cas : l'équation principale 


Bow + Cæ = 0 


et l'équation aux limites À — 0. Cette dernière sert encore à détermi- 
ner les constantes introduites par l'intégration de l’équation princi- 
pale. Mais, en ce qui concerne l'équation principale, il y à deux 
hypothèses à examiner : 

4) Si l’on ne donne aucune relation entre x, y et %, les quantités 
w — dy — y'èx et & — ùs — 2'ùr SON, AVEC dx, dy et dz, des indéter- 
minées indépendantes et l’équation principale se décompose en deux 
autres : B—0, C—= 0. Ce sont deux équations différentielles simulta- 
nées qui déterminent la forme des fonctions inconnues y et z. 

90) Si l'on donne une relation F(æ, y, +) —0, les variations seront 
liées par la condition 


ÔF OF 0F 


Mais, en dérivant totalement F = 0 par rapport à x, il vient 


DUO LU 0, 
Ê an y Vis 2h 0 
et en soustrayant de la précédente cette dernière relation multipliée 
‘par èx, on trouve 
oF 
Ôy 
_ Donc il existe dans ce Cas une relation entre w et s et l’on ne peut 
plus annuler séparément le deux termes B et C de l'équation princi- 
pale. Celle-ci donne, par l'élimination de w ets, la relation 
CE 
8. Ôy Ôx 
qui, jointe à F (x, y, x) = 0, déterminera la forme des fonctions incon- 
‘nues y et z. | 


7: RER OU RULES 
(dy y'èx) + = Cr CAE no 


C 


Remarque. — Nous avons supposé que F ne renfermait que des 
dérivées premières, Ce qui simplifie les expressions de A, Bet CO, 
mais la discussion s'étend d’elle-même au Cas où il y aurait des déri- 


— 332 — 


vées plus élevées. D'ailleurs ce dernier cas ne se présentera pas dans 
la solution des problèmes que nous poserons tout à l'heure. 


298. Méthode pratique de calcul. — En pratique, il est plus com- 
mode de conduire les calculs autrement que nous venons de le faire. 
Reprenons les deux cas examinés ci- dessus. 


PREMIER CAS. — Considérons l'intégrale 
ti 
Il = [ F (x, y, y') dx. 
240 


Prenons encore t comme variable indépendante et remplaçons y! 


par Eu l'intégrale se ramènera à la forme 


1= (Fe y, de, dy). 
O 


Soient respectivement X, Y, X', Y! les dérivées partielles de F par 
rapport à +, y, dx, dy ; il viendra 


ÔI =[ ÔF — [ (Kôx + Yoy + X'dôx + Y'dôy) 
(0) O 


Par des intégrations par parties, on fait disparaître sous le signe f 
les différentielles des variations, ce qui conduit à un résultat de la 
forme 


(11) 81 = À + [ (PE + Qèy 


en désignant par A la partie tout intégrée qui ne dépend que des 
variations aux limites, par P et Q des coefficients indépendants des 
variations. 

Etudions maintenant la condition SI — 0 du maximum ou du mini- 
mum. L'équation principale sera P dx + Q5y — 0 et l'équation aux 
limites À —0. Mais comme ôx et dy sont des indéterminées indépen- 
dantes, l'équation principale se décompose en deux autres P=0et 
Q = 0. Il y a donc surabondance d'équations pour déterminer la 
forme de la fonction inconnue et l’on prévoit qu’elles rentrent l’une 
dans l’autre. Vérifions-le. | | 

Pour cela, comparons les deux expressious (9) et (11) de ÔI, elles 
doivent rentrer l’une dans l’autre après qu’on a remplacé dans (9) w 
par dy —y'ôx. Donc, dx etày étant des indéterminées, leurs coefficients 
sont les mêmes sous les signes f , il vient donc 


= — By'dx = — Bdy, Q = Bdx, 
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ainsi les deux équations P —0 et Q —0 reviennent l'une et l’autre 
à l'équation B = 0 du n° précédent et ne nous apprennent rien de plus. 
Il suffira d'intégrer l’une d’elles choisie à volonté. 

Voici encore une remarque souvent utile. 

Supposons qu'on fasse varier y seul, æ et les quantités aux limites 
étant fixes (indépendantes des paramètres) ; toutes les variations 
autres que ôy étant nulles, la formule (11) se réduit à 


DL [ QÔy 
0 


et la condition 5I — 0 donne Q — 0. De même, si l’on ne faisait varier 
que x seul, y et les quantités aux limites restant fixes, la condition 
SI = 0 conduirait à l'équation P — 0. On voit donc que si l’on se borne 
à chercher l'équation principale, on l’obtiendra en ne donnant de 
variation qu’à y ou bien qu’à æ à son choix et en annulant toutes les 
variations aux limites. 


DEUxIÈME cas. — Considérons l'intégrale 
T4 
1 = F(x, y, y', 3; z') dx. 
To 
Prenons { comme variable d'intégration et remplaçons y' par . 


ds. 


T° l'intégrale sera ramenée à la forme 


et 2! par 
L= [re y, 4, dx, dy, dx). 
On en tire, avec des notations analogues aux précédentes, 
SE [ ‘SE f ‘be + Vèy + Zde -E X'Ode + V'Bdy + 23) 
et, au moyen d’intégrations par parties, àI prend la forme 
(19) d1= A + | (Pr + Qùy + RBx), 


en désignant encore par À la partie tout intégrée qui ne dépend que 
des variations aux limites. 

La condition 5I— 0 se décompose donc dans l'équation aux limites 
A—0et dans l'équation principale P dx + Qôy + Rüx = 0. Il y a, 
comme au n° précédent deux hypothèses à examiner : 

4°) S’il n'existe aucune relation entre #, 7, %, les variations dt, dy, 02 
sont des indéterminées indépendantes et l'équation principale se décom- 
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pose en trois autres P=0, Q—0, R—0. Mais, en identifiant les: 
expressions (10) et (12) de I, on reconnait facilement que ces trois 
équations se réduisent à deux distinctes B = 0 et G—0. Toutefois la 
considération simultanée des trois équations introduit souvent plus 
de symétrie dans les calculs. 

20) S'il existe une relation F (x, y, 3) — 0, on en tire 


(18) À 8 a Sr y + D dx = 0. 


Dans ce cas, on se sert avec avantage de la méthode des multiplica- 
teurs. On multiplie l’équation précédente par À et on l’ajoute avec. 
P dx + Q0y + RÔ% = 0, il vient 


(P+RE) de + (0 +0) ay + (R +) 86 = 0. 


En vertu de (13), il n’y a que deux des variations qui soient indé- 
pendantes dans cette relation. Si l’on choisit À de manière à annuler 
le coefficient de la variation dépendante, les coefficients des deux 
variations indépendantes seront nuls aussi. On est donc conduit à 
poser 


P+AT = 0, Q HAS = 0, RH — 


Ges trois équations et F = 0 forment un système de quatre équa- 
tions (se réduisant à trois distinctes seulement) qui servira à déter- 
miner y, 4 et À en fonction de +. 


Remarque. — Les méthodes de calcul qui précèdent peuvent 
s'étendre au cas où F renferme des dérivées d’ordre supérieur 
y"... il faut alors faire en plus les substitutions plus compliquées 

n … dx y — dy dx | 

ÿ dx ap 
et, par un nombre suffisant d'intégration par parties consécutives, 
faire disparaître toutes les différentielles des variations. Les calculs 
deviennent pénibles et, dans ce cas, les méthodes du n° 297 sont 
préférables. 


299. Problème. Surface de révolution minimum. — On donne deux 
points À et B et une droite dans un plan; on demande de mener entre 
ces deux points la courbe qui, en tournant autour de cette droite, 
engendre la surface de révolution dont l'aire soit la plus petite possible, 
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Prenons l’axe de révolution pour axe des x et une perpendiculaire 
pour axe des y. Soient æ,, y, et 4, y, les coordonnées des points À 
et B. Appliquons la méthode du numéro précédent. Considérons x et 
y comme des fonctions d'une variable indépendante {, qui varie de Ô 
à 4 quand le point x, y décrit AB. L'intégrale à rendre minimum sera 


À 
[= (ds 
0 


ds — Vda? + dy, d'où ds — 


et l’on a 


dx dèx + dy dôy 
ds 


Calculons Ôl ; il vient successivement 


À 
= | (dy ds + y dds) = ['Gy as + y SE dèe + y SE dy 


0 
dæx à dy dy) d NS 
ue HQE Eee À + (a (s—#À) Sy — d (15) èx | 


0 0 L 
L’équation aux limites est donc 


| Ê (dx dx + dy 2} 
JG ge 0 Gi 
ds 0 


et l'équation principale se décompose en deux autres : 


(M) 0 af) 


On sait que ces deux équations sont équivalentes et l’on peut se 
borner à considérer la seconde. Il vient, en l'intégrant, 


y dx = Cds = CV + dy 


d’où 
y 
d_ JF MAL 
dx C? g y? FN C 
Ton 


Donc la courbe cherchée est une chaînette ayant l’axe de révolution 
pour base. | 

Si les points A et B sont donnés, leurs coordonnées ne recoivent 
pas de variations et l’équation aux limites disparaît. Les deux constan- 
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tes d'intégration G et C, se déterminent par la condition que la courbe 
passe pour les deux points A et B. 

Supposons maintenant que les points A et B, n'étant pas donnés, 
soient seulement assujettis à se trouver sur deux courbes MN et 
PA. Comme les déplacements des points À et B sur chacune de ces 
courbes ne dépendent aucunement l’un de l’autre, les variations à la 
limite O sont indépendantes de celles à la limite 4 et l’équation aux 
limites se décompose en deux autres : 


4% Lo + dYo Yo = 0, dx; dt, + dy: dy, = 0. 


Ces relations serviront à déterminer les constantes.-Elles expri- 
ment une propriété géométrique de la courbe qui fournit le minimum. 
La première montre que le déplacement (èxo, 0ÿo) du point A sur le 
courbe MN est perpendiculaire au déplacement (dx,, dy,) sur la 
courbe AB. La seconde s’interprête de même. Donc la courbe, menée 
entre deux courbes données MN et PQ, qui engendre la plus petite sur- 
face de révolution, est une ASHDAE qui rencontre normalement ces 
deux courbes. 

C'est Meusnier vers 1776 qut a découvert la propriété de la chaï- 
nette que nous venons d'étudier. 


300. Problème. Ligne la plus courte dans l’espace. — Soit à trouver 
la ligne la plus courte entre deux points À (&,, %o, %) et B (x:, ÿ1, &) 
de l’espace. Opérons comme au n° 298 (1° du deuxième cas). Consi- 
dérons x, y, z comme des fonctions d'un paramètre { qui varie de 
0 à 1 le long de la ligne. L'intégrale à rendre minimum sera 


1 1 ONE PER CE PE EU 
I = | a | Vaz? + dy? + de. 
O le) 
Calculons à] ; il vient 


SUR fi Sat 1 dx dèx + ue + dx dèz 


L pére dard ROTEELTE + = | 


Les fonctions x, y, 3 étant indépendantes, les variations Ôx, dy 


et x sont indépendantes sous le signe [ et l’équation principale 
xd + dy d . + Ôz dT : — 0 se décompose en trois autres (se 


réduisant à un PL 


ai AE gp ou = ue, W 8, Er 
en désignant par «, B, y trois constantes. Ces trois constantes étant 
les cosinus directeurs de la tangente à la courbe cherchée, on en 
conclut que la ligne la plus courte est une droite. 

Si les points À, B sont donnés, les variations aux limites sont 
nulles ; l'équation aux limites disparaît et la droite est déterminée par 
la condition de passer par les deux points. 

Supposons que les points À et B ne soient pas donnés, mais seule- 
ment assujettis à se trouver sur deux surfaces S et S'ayant respective- 
ment pour équations 


© (Los Yos Lo) = 0, d (2, D 1) = 0. 
L’équation aux limites sera 
perte 
0 


ds 
et les variations aux limites seront liées par les relations 
0P 0 _; CNET IEES CU ET 
Pr te + LE Yo + 7 0250, St dy + D 0%, = 0. 


Comme il n’y a pas de relations entre les variations à la limite 0 et 
celles à la limite 4, car les déplacements des points A et B sur S et S' 
sont indépendants, l’équation aux limites se décompose en deux autres 


dt, do + dYo dYo + d%0 d%o = 0, dx, dx, + dy, dy, + da, 08, = 0. 


Ces deux équations s’interprètent géométriquement : elles expriment 
qu'une droite de longueur minimum entre les deux surfaces S et 
S' est une perpendiculaire commune à ces deux surfaces, 


301. Ligne la plus courte sur une surface. — Soit F{x, y, x) = 0 
l'équation d'une surface S ; on demande de tracer sur la surface, entre 
deux de ses points À (&o, Yo, %o) et B (&1, V1, #1), la ligne la plus courte 
possible. 

Il faut encore annuler la même variation [ qu’au n° précédent ; 
mais, comme la ligne cherchée doit être tracée sur la surface 
F(æ, y, #) — 0, les variations àæ, y et àx sont maintenant liées par la 
relation 


_. de + D Le + DE Le 


92 
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Par conséquent, l'équation FE 
de d À + dy AE D + Be d = 0 


ne se décompose plus en trois autres. Employons la méthode des mul- 
tiplicateurs (n° 298). En ajoutant à l'équation principale que nous 
veaons d'écrire l'équation qui la précède multipliée par un facteur À, 
on est conduit à poser les trois A ; 
dz - OF 
"ds T0 Ôz 
Ces trois équations, jointes à F = , sont les équations différen- 
tielles de la ligne cherchée. 
L'équation aux limites sera 


ÉRRSESECRE 0 
Du CE 


dx OF 
ED LOU +0, d — =(. 


ds 


Les lignes les plus courtes sur une surface s'appellent lignes géodé- 
siques. On déduit des équations précédentes une propriété géomé- 
trique de ces lignes. On en tire, en effet, 


dx dy dx 
Éd: us 

ÔF L0Ë: ÔF 

Ôx Ôy 0 


Les numérateurs sont les coefficients directeurs de la normale 
principale à la ligne cherchée, les dénominateurs ceux de la normale 
à la surface S. De là le théorème suivant : 

La normale principale à une ligne géodésique coïncide en chaque point 
avec la normale à la surface sur laquelle cette ligne est tracée. 

Si les points À et B sont donnés, la ligne géodésique sera déter- 
minée par la condition de passer par les deux points. 

Si les points A et B sont seulement assujettis à se trouver sur deux 
lignes L et L'' tracées sur $, il faudra recourir à l’équation aux limites. 
Celle-ci se décompose encore dans les deux équations écrites à la fin 
du n° précédent et elle exprime maintenant que la ligne géodésique 
rencontre normalement les deux lignes L et L'. 


302.Brachistochrone, — C'estlaligne que doit suivre un point pesant 
pour aller du point À au point B dans le temps le plus court possible. 
Nous allons la déterminer en supposant que la vitesse initiale est nulle. 
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Prenons trois axes rectangulaires, l’axe des x étant dans le sens de 
la pesanteur. Soient (to, Yo, %) Et (21, Y1, #,) les coordonnées des 
points A et B. La vitesse au point (x, y, 2) étant v = Vagh = V9g (xx), 
le temps T du parcours AB sera 


= fe Gear 
To v” V2g To Vx — x 


L'intégrale à rendre minimum sera donc 
% ds re 
1 [ TT? en posant X — Vz Er Los 
æ0 


Calculons ÔI par la méthode du n° 298, mais en observant que æ 
peut varier (n° 295); il vient, sans difficulté, en écrivant tous les 
termes qui dépendent des variations aux limites sur la première ligne, 


à IF nee SRE Oo (T1 ds 
ü= | X ds + ef x 


0 


(14) 
{ — [fé “(ste Rs) + dj + 554 = 
L'équation principale se décompose en trois autres (deux distinctes) : 


SON NL RER" PUÉNN 


$ 
(15) sut dxs Xds Xds 


On tire des deux derniers dy = a Xds et dx — $ Xds, èn désignant 
par «, 8 des constantes. Par suite, 8 dy = « dx et 
Py = A? re Ÿ: 
ce qui prouve que la courbe cherchée est dans un plan vertical. 
Forme de la courbe. Pour déterminer la nature de la courbe, prenons 


son plan comme plan æy et plaçons l’origine au point de départ À, ce 
qui réduit X à Væ. La seconde équation (15) nous donnera, en appe- 


lant Vx 1 ja constante d'intégration, 


HAUT 1e A] CRT, 
PEL a | d'où dx 


C'est l'équation différentielle d’une cycloïde engendrée par un cercle 
de rayon a roulant sur l'axe des y. On s’en assure immédiatement par 
la substitution 

æ = a(1 — cos t}, 
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qui donne (x, y s’annulant avec ft au point A) 


dy = a sin t dt eu = a(4 — cos 1) dt 


y = a(t — Sin f) 
et l’on retrouve la représentation paramétrique d’une cycloïde. La 
courbe cherchée est donc une cycloïde verticale, engendrée par un 
cercle qui roule inférieurement sur l'horizontale du point A. 


Détermination des constantes. — Si les points À et B sont donnés, 
la cycloïde se détermine par la condition de passer par ces deux points. 

Supposons que les points À et B soient seulement assujettis à se 
trouver respectivement sur deux courbes données MN et PQ. Les 
déplacements des points À et B étant alors indépendants, l’ensemble 
des termes à la limite 0 et la limite 4 sont nuls séparément et l’équa- 
tion aux limites, à savoir À = 0, où A est la première ligne de èI dans 
(14), se décompose en deux autres : 


dx, dt, + dy, dy: + dé, 04, = 0, 


ëe] (ge — (ae), | 00e id (= 
£ ee, 2X5 Xds Jo Xds / Xds Jo 


La première équation exprime que la cycloïde rencontre normale- 
ment la courbe PQ au point d'arrivée B. 

Faisons dans la seconde les substitutions (obtenues en intégrant 
les relations (15) de xo à æ;) : 


Fe 2e a) ae oi C - ee . 


elle se réduit à 


dx, dt + dy: Yo + d8, 020 = 0. 


Elle exprime que la tangente à-la cycloïde au point d'arrivée B est 
aussi normale à la tangente à la courbe MN au point de départ A. 

Le problème que nous venons de traiter à été résolu par Jean Ber- 
noulli vers 1696. 


Remarque. Le problème suppose évidemment le point de départ A 
au moins à la hauteur de B, quand la vitesse initiale est nulle ; mais 
les deux points peuvent être à la même hauteur et, dans ce cas, la 
brachistochrone est une arcade entière de cycloïde. 


303. Maxima et minima relatifs. — Il existe une autre classe de 
problèmes que l’on comprend sous le nom de maxima et de minima 
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relatifs ou de problèmes des isopérimètres, d'après les applications 
géométriques qui en ont fourni les premiers exemples. On considère 
une intégrale 


Li 
I — F{x, y, y') dx 
Th 


et il s’agit de rendre cette intégrale maximum ou minimum, sous la 
condition qu'une autre intégrale, prise entre les mêmes limites, 


y 
V — [ de, y, Y') dx 
To 


conserve une valeur constante l. 
La détermination des maxima et minima relatifs se ramène à celle 
des maxima et minima absolus par la règle suivante : 


RÈGLE. Pour déterminer les maxima et minima relatifs de I, on 
désigne par k une constante inconnue et on opère comme pour détermi- 
ner les maxima et minima absolus de l'intégrale 


I— 4 V. 


On détermine ainsi tous les éléments inconnus en fonction du para- 
mètre inconnu k, et celui-ci se détermine lui-même au moyen de la con- 
dition V — Il, 

Pour justifier cette règle, remarquons que, dans le cas du maximum 
ou du minimum relatif, on doit avoir dl = 0 pour tous les systèmes 
de variations satisfaisant à la condition dV = 0. 

En développant ces variations comme cela a été fait au n° 292 et 
avec les notations du n° 297, on voit donc que l'équation 


Ty 
OI — À Bu dx = 0 


Te 


doit être une conséquence de l’équation 
Ty 
NN +[ Budr=0, 
0 


les termes À et À, ne dépendant que des variations aux limites. 

Je dis d'abord que le rapport B : B, doit demeurer constant dans 
tout l'intervalle (%, «,). En effet, soient &, et &, deux points quel- 
conques de cet intervalle. Annulons toutes les variations sauf dans les 
deux intervalles infiniment petits (6,, & + e)et (E,, & + e) ; il faudra 
que la relation | 


Rite Go+E 
| Bu da + [ BON ENT 
2 


1 
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soit une conséquence de la relation. 


bte &,+e 

w= [ D de + [ Bo dt = 0. 
1 Ée ; 

Dans ces relations w est une indéterminée fonction de x. Rempla- 

çons-la par une autre indéterminée « en posant d’une part w = «:B, 


entre &, et6, +e et de l’autre w — — « : B. entre £, etE, +e.lIl 
faudra que la relation 
b+e Eo+E 
(1) Ib. BMRE « PRE 
ERpaE CRE 
soit une conséquence de la relation 
E,+E Eo+E 
(2) [ dire le 
6 


Supposons l’indéterminée « positive et appliquons le théorème de 
la moyenne de manière à faire sortir B : B, hors du signe | danslare- 
lation (1). À cet effet, soient respectivement m, et m, des valeurs 
moyennes de B : B, dans le premier et le second des intervalles 
d'intégration. La relation (1) pourra se mettre sous la forme 


&,+e &,+e 
M [ LD ma aux, 


1 2 
ce qui donne m, — m,, eu égard à (2). Mais, e étant infiniment petit, 
les quantités m, et m, tendent respectivement vers les valeurs de 
B : B, aux points &, et &,. Donc ces dernières valeurs sont égales 
et le rapport B : B, est constant. Soit 4 sa valeur ; on aura 


B — kB, — 0. 
Ceci posé, il faut que l'équation ÔI — 4dV — 0, qui se réduit à 
À — KA, = 0, 


soit aussi une conséquence de V — 0 ; mais, comme elle ne contient 
plus vw, elle doit avoir lieu indépendamment de àV = 0. On trouve 
donc les conditions B — Æ4B, = 0 et À — KA, = 0 qui sont celles du 
maximum ou du minimum absolu de l'intégrale I — ÆV. La règle 
est ainsi justifiée. 


304. Problèmes de maxima et de minima relatifs. — PREMIER PRO- 
BLÈME. Etant donnés deux points À et B dans un plan, trouver, 


— 343 — 


parmi toutes les courbes ayant même longueur 21, celle pour laqueile le 
segment compris entre l'arc AB et sa corde est maximum. 

Prenons la droite AB pour axe des x et la perpendiculaire au milieu 
de AB pour axe des y. En supposant que AB — 2a, il faut rendre 
maximum l'intégrale 


+a +a 
S = f y dæ, sous la condition [ ds = 21. 
_—a —Q 
D’après la règle, cherchons le maximum absolu de l'intégrale 
+ 
I — f (y de — IN F dy). 
—a 
Les points A et B étant donnés, les variations aux limites seront 
nulles. Il vient ainsi 


+a 
= | (5y de + y dèx —k HR CCS 


= [Tayd(e ci + d(v KT) 


On doit donc annuler les coefficients de ôx et de èy, ce qui fournit 
deux formes équivalentes de l'équation principale (n° 298). On obtient 
ainsi immédiatement les deux intégrales premières : 
du de 

ds ? 
D'où, en ajoutant les carrés, 


(œ@ — + (y — GP = À. 
La courbe cherchée est un cercle. | 
Pour y — 0, on doit avoir æ= + a, done G —0et CG, = + VE, 
ce qui correspond aux deux solutions symétriques par rapport à AB. 
Enfin, il faut faire en sorte que l'arc soit égal à 97. Soit 28 l'angle au 
centre sous-tendu par AB; on doit avoir 0k — et k sin Gel 
Eliminant 0, on a, pour déterminer k, l'équation transcendante 


x—0Ü=Rk 


sin a 
k 


ns 

k 

Remarque. En supposant a infiniment petit, le problème revient à 

trouver, parmi toutes les courbes fermées de même périmètre, celle 

qui enferme la plus grande aire. La solution est donc un cercle du 
périmètre donné 2/. 


F4 
l 
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DEUXIÈME PROBLÈME. Parmi toutes les courbes isopérimètres tracées 
entre deux points À et B dans le plan Xy, trouver celles qui, en tournant 
autour de l'axe des x, engendrent les surfaces de révolution d'aire maxi- 
mum ou Minimum ; Ou, ce qui revient au même, celles dont le centre de 
gravité est le plus haut ou le plus bas possible. 

On doit rendre maximum ou minimum f y ds sous la condition 
f ds — 1, ce qui, selon la règle, conduit à poser 


Sf ty — +) as = 0 


Gette équation ne diffère de celle traitée au n° 299 que par la sub- 
Stitution de y — # à y, ce qui n’altère ni y niôx. Il suffit donc de 
changer aussi y en y — k dans le résultat : la courbe cherchée est une 


chaînette 
æ—C 


C TS Fo 
ao ben À + e 


et les constantes se détermineront par la condition de faire passer la 
courbe par les points À et Bet de donner à l’arc AB Ja longueur 
voulue. Il y aura généralement plusieurs solutions, correspondant à 
des maxima ou à des minima suivant que la concavité sera tournée ou 
non vers l'axe de révolution. 


TROISIÈME PROBLÈME. — Parmi toutes Les courbes isopérimètres tra- 
cées entre À et B comme dans le problème précédent, trouver celles qui 
engendrent les volumes de révolution maximum ou minimum. 

On doit rendre f y'dx maximum ou minimum sous la condition 
Î ds = 1. On est donc conduit à poser 


à fturde RE en D 


Les points A et B étant donnés, les variations aux limites seront 
nulles. Pour obtenir l'équation principale, on peut ne faire varier que 
y (n° 298) ; il vient ainsi 


ELLES E 0, 


feu de — ra #) = 0. 


L’équation principale est donc 
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Or, en observant que l'on a (R étant le rayon de courbure) 


AREA ltd 1 y'! AR 
(a) nc type 0 a (1 ELU PA 
Vi+s 


cette équation peut s’écrire 


Donc le rayon de courbure est en raison inverse de l’ordonnée. La 
courbe cherchée est la courbe élastique et son équation a été intégrée 
au n° 201 (sauf que les axes sont intervertis). 


EXERCICES. 


1. Problème. — Montrer que, parmi les surfaces de révolution de 
même aire, celle qui enferme le plus petit volume est la sphère. 


2, Abaissement de l'équation principale. — Quand y" est la plus 

haute dérivée .qui entre dans la fonction à intégrer, l’équation principale 
[ av! 

Y — SE gl Le = 0 est généralement du 4*ordre (Y!! contenant y). 


Cet ordre s’abaisse dans les cas suivants : 
1° Si F ne contient pas explicitement y, on a Y — 0 et l’on obtient 
immédiatement une intégrale première (du 3° ordre) 


20 Si Fne contient explicitement ni æ ni y, on peut éliminer Y' de la 
relation précédente au moyen de dF = Y'ay' + Y''dy!', d'où 
dF _ Cdy' + UNE +. D'AUTRE —— Cdy! +- d{y'"Y"!) 
et on obtient une intégrale deuxième (du second ordre) 


= C; + Cy' + y'VT. 


9. Problème. — Entre deux points A et B du plan, mener une courbe 
AMB telle que l'aire comprise entre cette courbe, les rayons de cour- 
bure aux points À et B et la développée soit un minimum. 

R. Soit R le rayon de courbure ; l’intégrale à rendre minimum est 


1= (Ras = (EE do 


Observons que F ne contient ni æ ni y et que y''Y! = —F ; l’inté- 
grale deuxième de l'exercice précédent devient 2F = C, + C'y!. Mais 


F — ral : il vient donc 
dx 
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2R La = C, + Cy', d'où 2R = C, cos p + C sin v, 
en appelant + l'inclinaison de la tangente : c'est l’équation intrinsèque 
(n° 204, remarque) d’une cycloide. 

Si l’on donne les extrémités A et B et les directions des rayons de 
courbure en ces deux points, ces conditions serviront à déterminer les 
constantes d'intégration. Dans le cas contraire, il faudra recourir à 
l'équation aux limites. 


4, Dérivées exactes, — Trouver la condition pour que F(x, y, y!,.….y") 
soit la dérivée exacte d’une fonction de æ, y... y"—1 quel que soit y 
(n° 197). | 

R. Il faut que [F(æ, Y, Y',.…) dx ne dépende que des limites de l’inté- 
gration et non du choix de y ; il faut donc que sa variation soit nulle 
quand les quantités aux limites sont fixes. On a donc, quel que soit W, 


[ER + SE) 0 de = 0. 


da? 
La condition cherchée est qu'on ait identiquement 
CYPENENE 
Dr US 


0. Propriétés des lignes géodésiques. — 1°) Si, à partir d’un point A 
situé sur une surface, on mène dans toutes les directions des lignes 
géodésiques d’égale longueur AM, le lieu de leurs extrémités M est une 
courbe orthogonale aux lignes géodésiques. 

2°) Si, en chaque point d’une ligne MN sur une surface, on élève une 
géodésique normale à MN et de longueur constante, le lieu de leurs 
extrémités rencontre aussi normalement les lignes géodésiqnes. 

3°) Si l’on prend sur une surface deux points F et F' et que l’on 
cherche le lieu des points M de la surface tels que la somme de leurs 
distances géodésiques à F et F/soit constante, ce lieu coupe sous le même 
angle les deux lignes géodésiques MF et MF". 

Ces propriétés, énoncées par Gauss, se tirent facilement du calcul des 
variations. Démontrons seulement la première, les autres s’établissant 
d'une manière analogue. Soient (&, Yo, Zo) et (æ, Y1» 41) les coordonnées 


À 
de À et M. La longueur dela ligne AM est donnée par l'intégrale I — { ds 


et sa variation est nulle quand on passe d’une ligne géodésique à la - 
suivante. Cette variation ÔI se calcule par la formule du n° 500. Mais, 
dans cette formule, l'intégrale est nulle, parce qu'il s’agit d’une ligne 
géodésique ; les termes à la limite O sont nuls aussi, puisque À est fixe ; 
il reste seulement 


__{ dx u ( 2) mt 
1 = (LE. ) de + (SL) in + (SE er 


ce qui prouve le théorème, 
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S 2. Calcul des différences finies. 


305. Définitions et notations. — Soient UWo, Ui, Us. Un... UNE 
suite de valeurs que reçoit une variable u. Les accroissements SuC- 
cessifs de cette variable quand on passe d’une valeur à la suivante 
s'appellent les différences premières de ces valeurs. La formation de 
ces différences est une opération qui se désigne par le symbole A. 

On pose 


Alto = WU —Uo, AU = Uy— Use An = Uni Uno 
Les différences des différences premières sontles différences secondes 
Aüo = AU, — Au, Mu, = Au, — Au... 
Les différences troisièmes seront de même 
Au, = Mu, — At, Mu, = Au, — Au, 
et ainsi de suite. 
ll est souvent avantageux de représenter par V (qui s'énonce 


pseudodelta) l'opération qui consiste à passer d’une valeur à la sui- 
vante dans la suite %o, 4, 42,... On a donc, par définition, 


Vo =U;, Vu, —U,:.. Vün = Untisee 
L'opération V peut aussi se répéter successivement un nombre 
quelconque de fois. On aura 
V'un = Nina = Unpije Vun = Untpsr. 
et, en particulier Vo = Un, 
Remarque, — COMME Unt4i = Uu + Aün, On à 
Vün = Un + Aun = (1 + Ajun, 
Aun = (V — jun, 
on peut donc dire que les opérations À et V sont liées par les formules 
V—i+A A=V—1. 
306. Propriétés des opérations À et NL 04; en vertu des 
définitions précédentes, 
: A2 A9 un = NI Nun = MTUn 
et, de même, | 


DV un = VV un = N° un = Un+p+a 
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On écrira donc, en abrégé, 
AP Ag = A9 AD = Apta, V2 V2 = VD Va = Vr+ta 
29 Si u, v, 3, sont des quantités variables, on a 
A(u + v— x +..) = Au + Av — Az LH … 
V{u+v— 2 +.) = Vu + Vu — Vz + 
et, si a est une constante, 


Aau = a Au, Vau = à Vu. 


307. Expression de A” u, en fonction de w,, U,... Un. — On a, en 
vertu des propriétés établies au n° précédent, les symboles A et V se 
comportant comme des quantités dans les calculs, 

AU = (1 spa V}uo, 
Muo= (1 — V). (1 — Vu, = (1 — V}?%o 
et, en général, 
AN Uo = (1 — V} Uo. 


Si l'on développe et remplace Vu Par Ux, On trouve 


AU = Uo — NU + Tu, — ee + y, . 


308. Expression de w, en fonction de w,, Auo,... Au. — On a 
U, = Vuo = (1 + Ajw 
ü, = Vu, = (1 + Ah 
et, en général, 
Un = Vu, = (1 + A} uo. 
Si l’on développe, il vient 


Un = Uo + N AU, + Dev 


1.2 


Remarque. — Les résultats de ce n° et du précédent peuvent être 
considérés comme compris dans les relations symboliques : 


A=(A—V) et  V'—(4{+Ay. 


Auo + + + Ans, 


309. Différences des fonctions simples. — Nous allons considérer 
simultanément une variable indépendante x et une fonction de x. 

Nous représenterons par wo, 4, U,,... les valeurs successives de w 
quand on donne à + une série d’accroissements égaux représentés 
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par ». Les valeurs successives de w et, par conséquent, leurs diffé- 
rences successives dépendent de la valeur initiale de x et de l'accrois- 
sement h. Ce sont donc des fonctions de æ et de À qu'il s'agit de 
déterminer. 

Ac) Fonction entière. Supposons w de degré m 

u = Aa + Bart + Can + ee + Ki + L. 

On a d’abord 

Au — Al(æ + Aÿn — a] + B[(x + At — am +. + Kh. 
et, en ordonnant par rapport à x, 

Au = mA th + B'am? +. + K'. 


Le premier terme, qui est de l'ordre le plus élevé en x, est de degré 
m — 1 et son coefficient s'obtient en multipliant le premier terme de w 
par le degré de ce terme de u et par h. 

En opérant de même sur Au, il en résulte 

Au — mm — 1) Aamh + B''ans +... + K”' 


et ainsi de suite. Le degré de chaque différence successive va en 
diminuant d’une unité Donc A”_u est de degré 0 et se réduit à son 
premier terme dont la loi de formation est connue. On à donc 


Amy = 1.2... m Ah 
Ainsi la différence m°"° d'une fonction entière de degré m est constante 
quand la variable x varie par degrés égaux et, par conséquent, toutes 


les diftérences suivantes seront nulles. 
90) Fonction exponentielle. On a 


Aear+b — ealx+Aæ)+b — çax+b — par tb (ezAr —1) 
A2eaz+b — (exAx — 1) Aerr+o — ear tb (eeAz— 1}? 


et, en général 
An çaæ+o — gar+bA (eadx __ A} 


De même, 
An Aa? +b — Aax+b (AgAX Re At g 
80) Fonctions circulaires. On a 


À sin (ax + b) = sin (ax + b + aAx) — sin (ax + b) 


= 2 sin 492 cos (ar + b + 2) 


2 2 
— 9 sin LE sin ( ax + b + Hit) À 
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et, en général, 
A? sin (ax +- b) — (2 sin De) sin (ax + +b+n 
De même, 


aÂx se) 
ÿ l 


A? cos (ax + b) — É sin ee ) cos( az Lb+n Ha 


4) Logarithme. On a 


À Log (ax + b) — Log FE ee) — Log (1+ D) 


On n’a pas encore réussi à tirer de là l'expression de la différence 
me sous une forme simple. 


310. Produits équidifférents. — 1°) Soit symboliquement 
Pl = vx —h) (x — 2h)... (x —p—1T2): 
on aura 
AgP = xx —h)... (x —p—92h)ph 
= p aiP—1i Ar. 
De même, | 
Axip) — pAzx Axip-1] — p (p — 1) xi?-2 Ar? 
et, en général, 
Ana = p (p — 1)... (p —n + 1) æip—n] Agn, 
L’analogie avec la règle pour différentier une puissance dans le 


calcul différentiel est évidente. 


2°) Soit encore symboliquement 
1 


z (x + À) (x + 2h)... (x Ep — 1 à) ? 
on trouve sans peine 


a l2] = 


rs 
PE Sn RE OO A Len e Peee 
EE tee EE ph Tete US 


d'où, en général, 


Aa Pl = (— 14) p (p + 1)... (p + n — 1) x-1r+] Ag, 


311. Calcul inverse des différences. Addition d'une fonction pério- 
dique arbitraire, — Le calcul inverse des différences est au calcul 
direct ce que le calcul intégral est au calcul différentiel, il a pour 
objet de déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
finie ou, plus généralement, une relation entre cette fonction, quel- 
ques-unes de ses différences et la variable indépendante. Nous ne 
nous occuperons ici que du premier cas. 
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Soit x la variable indépendante, dont l'accroissement Ax = h est 
supposé constant; soient F{x) la fonction inconnue et f(x) la différence 
donnée : on doit avoir 


AF(a)—fla, ou  F(æ+4)—F(x) = f(a). 


La fonction F(x) dont la différence est f(x) se représente par 2 f(x) 
et se nomme l'intégrale aux différences finies de f(x). D'après ces 
notations, les caractéristiques A et ZX appliquées à la même fonction se 
détruisent et l’on a 


AZ f(x) = f{a). 


Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a obtenu une intégrale 
particulière d’une différentielle donnée, on ajoute à cette première 
solution une constante arbitraire pour former l'intégrale générale. 
Dans le calcul intégral aux différences finies, ce n'est pas une 
constante arbitraire qu'il faut ajouter, mais la fonction la plus 
générale dont la différence est nulle, c’est-à-dire une fonction 
quelconque de période h— Ax. Nous désignerons une pareille 
fonction par II. 

D’après cela, f(x) étant une fonction particulière dont la différence 
est A f(x), on a 

A f(x) = f(x) +1. 


Donc les symboles X et A se détruisent encore, quand ZX précède À, 
mais il faut ajouter une fonction périodique arbitraire I. 

En vertu de cette remarque, les calculs effectués au n° 309 et 310 
donnent réciproquement 


Ar 1 
sin (ae — D + b) 
E cos (ax + b) — RER EL 
9 sin —— 
2 
|[P+1] 
nee 
F CELA 


Nous indiquerons plus loin (n° 318) la formule générale pour la 
sommation d'un polynome. 


312. Intégrale définie aux différences. — L'intégrale aux différences 
jouit d’une propriété analogue à celle des fonctions primitives dans 
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le calcul infinitésimal : Soient x, T2, Tn Une Suite de valeurs de 
différences }, et F(x) une intégrale aux différences de f(x); on a 
Fr.) —F'x,)=/(æ), F(ts)—F(x;)=f(x2),.… Ftn )—F(xn_1)=f(2n-1) 
et, en additionnant toutes ces relations, | 
Far) — Ft) = ft) + f{as) + + flan) 


C'est la propriété que nous voulions établir. Le second membre 
s'appelle liniégrale définie aux différences de f(x) et se désigne, en 


LTn— 
abrégé, par È 7{x). L'équation prend ainsi la forme 
A 
Ln —h 


> f(&) — F(t») — F({x,) 


et l’analogie avec les formules de quadratures est évidente. Par 


exemple au moyen de l'intégrale de Az indiquée à la fin du n° précé- 


dent, on obtient, » étant égal à — 


Ab — Aa 


Ac + A+ + Aa+?n + SE AaHN—1)h — p rt A PUS 


S 8. Formule d’Euler. 

Relation entre les sommes et les intégrales. 
313. Formule préalable, — Ecrivons la formule de Maclaurin : 
(D fe) — 70) = & 0) + À 70) + … ET LE (0) + Repts 

avec l’expression du reste (t. I, n° 302) : 
Rep — 1 [res (æ VA | Pl, 
(2p)! Jo 


Remplaçons successivement dans cette formule la fonction f par ses 


dérivées f!, fl... f?P 1 en remplaçant, en même temps, 2p par (2p—1}, 

(2 — 2)... 1. Muiplions successivement ces équations par B,x, 
2 3 2D 

BE Te Bep— ie r’ les B désignant les nombres Bernoulliens, 


et ajoutons-les Aou à membre avec (1). Il viendra un résultat de la 


forme 
TT 


LION + LOU a) — (0 
0 F0) + At PO) + A PO EE Ar) À Re 


en posant 


DATES 
CP EEE 
Lau PUR, 
M=gr tarte 
IPVAUE PACE: 
enr EN QUE CI ET CURE 


et, en désignant par R l'intégrale 


430 B.xt20—1 B.x?t?n—? 
dt FRA (oo — À or = D. ous 
Darren (pr rem + ares +” 
On remarque d’abord que tous les coefficients A,, A,, .… sont nuls, 


car, ave: la notation symbolique, on a, par les relations (7) du n° 249, 


1+B 1 + B)$ — B° 
À, — HSE — 0, Ad eBe = (, 0.0 
Quant à l'expression entre crochets dans l'intégrale R, elle revient à 
un polynome de Bernoulli (n° 251), car on peut l'écrire comme il suit : 


t 
PT INE M -B2 
neo ENT  () 


Il vient done, + désignant un polynome de Bernoulli, 


: 
(2) = | ie au (æ — t) P2p—1 () dl. 
(9) 
En se rappelant (n° 243) que tous les B d'indices impairs sont nuls, 

sauf B, qui est égal à — 3? NOUS AVONS ainsi obtenu la formule suivante: 

[ { ! 2 

| re f@ AE (x) un AO) FE | ra) a AU] 7e 

(8) . Fo : 
2 p—2 æ ‘| 2p—2 (x) — 2D—2 0 | + Re? 
nn re ta DIE 


314. Simplification de R. — Utilisons les propriétés des polynomes 


e # # Œ t . 4 
de Bernoulli énumérées au n° 252. Comme ue varie de O à 1 dans 


l'expression (2), ?2p1 (2) ne change pas de signe (propriété 5°), et 
l’on peut poser, par le théorème de la moyenne, 6 étant compris entre 


23 
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0 et 1 (en sorte que 0x est une valeur intermédiaire de l’argument 
He t), 


R = 2°? f?p+1 (6x) * (© dt 
Fe 7 al Pe p—1 . : 
Changeons encore é en #x dans l'intégrale, il viendra 
iù 
R = arr f?p+i (a) [ Pre p—1 (#) dt. 
(a) 


L'intégration s'effectue immédiatement en remplaçant Vop1 Par sa 
valeur donnée au n° 252, 


Be 
! D 
MEN 


et en observant que l'intégrale de +! sera nulle, puisque © s’annule aux 
deux limites O et 1 (n° 252). Il vient done simplement 


B:p ax?p+1 

4 R = — ——— f22H (0x), 

(4 Gr LP (ba) 

315. Formule d'Euler. — Ce n’est qu’une transformation de la for- 


mule (3). Remplaçons dans le premier membre la fonction f(x) par 
l'intégrale 


(rte) dx = f(a + x) da ; 


il faudra remplacer dans le second membre la dérivée f(x) par 
F1 (a + æ) et cela pour 4 = 1, 2, ….. : il viendra donc 


[re de = EEE) LR na +) pale 
(5) 


B2p-2 x??? 


Rp FPS {a PT) = 250) 


\ 


et la valeur (4) de R deviendra (0 <0 < 1) 


B2p æ?PF1 
(6) SA on le (a + 0x). 

La formule (5) est la formule d'Euler, mais complétée par l'expression 
du reste qu’Euler n’a pas donnée, 

Comme les nombres B,, B, .… croissent en valeur absolue avec une 
rapidité extrême, la formule d'Euler deviendrait le plus souvent diver- 
gente si l'on y faisait croître p indéfiniment. Mais, en donnant à p une 
valeur convenable, on pourra généralement faire en sorte que R soit 
suffisamment petit pour être négligé en pratique, l'expression (6) de R 
permettant d'agir en sûreté, 
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On se sert de la formule d’Euler pour ramener le calcul des intégrales 
au caleul des sommes et réciproquement. C’est ce que nous allons 
montrer. 


316. Application de la formule d'Euler au calcul approche des inte- 
grales définies. — Pour appliquer la formule (5) au caleul de l'intégrale 


[ f(x) dx 


il suffit évidemment de poser x = db — a. 
Mais, si l'intervalle d'intégration est un peu grand, il convient, pour 
obtenir plus d’exactitude, de le décomposer en plusieurs parties. Posons 


b— a 
h=— : On aura 


b a+h a+2h a+nh 
frae=(+fi +[ ax 
a a ah a+{(n—1)# 


Appliquons à chacune de ces intégrales partielles la formule 5 (où 
l'on remplacera æ par 2) et ajoutons les résultats ; il viendra 


(ner de = 2 [PL + ren) + rat T a+ +0 | 
Ch — Be Gp) — pa PR) re) — 
= Pos EE (po) all + R 


et le reste R sera donné par la formule 


B:p A2? 
2) Lo 


u désignant une valeur moyenne de f#{x) entre a et à. 

La formule (7, est celle que nous voulions obtenir. Le terme écrit sur 
la première ligne au second membre est susceptible d’une interprétation 
géométrique : il représente la somme des trapèzes inscrits dans la courbe 
y = flx) et déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au pre- 
mier membre, il représente l’aire de la courbe. 


R—=—n 


31'7. Formule sommatoire d'Euler. — Réciproquement, la formule (7) 
peut servir à ramener le calcul d'une somme à celui d’une intégrale 
définie, Posons, b étant égal à a + nh, 


> fe) = fl@) + Fa + + FC + 2H) + 2 à ) 
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On tirera de la formule (7) 


b—h b Die br 
S pe) = (rio) do — OO, Bree) — noie 
(8) Av h?2p—2 $ Bo» A°2D 
20—2 D DES LV “a: 0 


C’est la formule sommatoire d'Euler complétée par l'expression du 
reste. Elle est souvent très utile quand la quadrature indiquée s'effectue 
simplement. 


318. Application à l'intégration aux différences d'un polynome. — 
Si f(x) est un polynome, la quadrature dans la formule (8) est immé- 
diate, De plus, le développement se termine de lui-même quand les 
dérivées du polynome deviennent nulles. 

Remplaçons à par «&, le premier membre aura pour différence f(æ). 
Donc, en négligeant dans le second membre les termes constants, on 
obtient la formule générale pour la quadrature d’un polynome 


B,h B,h° 
2 flæ) — + fre da — JLS > NE 1 NES 


Le développement s'arrête de lui-même, mais il faut ajouter la fonc- 
tion périodique II. Si f(x) est de degré impair , il sera inutile d'écrire le 
dernier terme du développement qui se réduit à une constante. 


S 4. Interpolation. 


319. Objet de l'interpolation. — L'objet de l’interpolation est de trou- 
ver une fonction d’une variable, connaissant les valeurs de cette fonc- 
tion qui correspondent à un ‘certain nombre de valeurs données de 
la variable. Ce problème est indéterminé tant qu'on ne fixe pas la forme 
de la fonction cherchée, car il revient à faire passer une courbe par des 
points donnés, ce qui peut se faire d’une infinité de manières tant que 
la courbe n’est: pas définie. Le problème de l’interpolation devient 
déterminé quand la forme de la fonction est donnée et qu’elle ren- 
ferme autant de paramètres distincts qu’il y a de valeurs données de 
la fonction. Ainsi une fonction entière de degré n renferme n +1 
paramètres et on prouve, en algèbre, qu’elle est complètement déter- 
minée, si l'on donne n + 4 valeurs de la fonction. 


320. Formule de Newton. — Newton a donné, dans ses principes, 
une formule pratique pour exprimer la fonction entière de degré n 
qui prend n + 4 valeurs données pour n + 1 valeurs données de ds 
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que ces valeurs soient en progression arithmétique ou non. Mais nous 
indiquerons seulement le cas où les valeurs successives de x ont une 
différence constante Az — h. 

En choisissant convenablement l’origine des x, c’est-à-dire en chan- 
geant au besoin æ en x — x,, on peut faire en sorte que ces valeurs 


de x soient 
Lo — 0, d —= h, Lo —= Dh . n = nh. 


Désignons par w,, 4, 4, un les valeurs correspondantes données 


de la fonction entière de degré n à déterminer w. Formons les diffé- 
rences Au,, Au... Au, : on aura 


HO Ce c De | 1) 


AUo + + 
Ce développement se termine de lui-même au terme qui renferme 
A”u,, Car les coefficients suivants sont nuls. Changeons dans ce déve- 
d , Û ! = 
loppement m en ur et poursuivons maintenant le développement Jus- 
qu'au terme qui renferme A*u,. Je dis que nous pouvons poser 


7. T x{à A% " ue AO 
tobpatot Gt) et) (ni 


C'est la formule de Newton, dont l'exactitude se vérifie immédiate- 
ment, car ce développement se réduit à celui de 4, quand on y pose 
D in. 

On peut mettre en évidence l’analogie de la formule de Newton avec 
la série de Maclaurin. Posons, d’après la notation des produits équi- 
différents (n° 310), | 

di?) = gx — h)[æ — (p —1)h] 
et remplaçons k par Ax, on aura 


AUo ] Au, ar Ab 
2 CO nt _ TM MUR EU MEET NV 


Remarque. — Lorsqu'un polynome w est mis sous la forme précé- 
dente, l'intégration aux différences de ce polynome se fait immédiate- 
ment. Il vient, en eftet, 

not al] An Vo 
A RE Ar TRE ï 5 PET DU OT EERT LU 


321. Formule de Lagrange. — Le polynome « de degré n qui 
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prend les n + 1 valeurs w,, u,,... u, pour les valeurs quelconques 
Los Lise. En à Été mis par Lagrange sous la forme suivante 


__ (t—æ) (t—x,) -(x—2,) (T—Xo) (X—2,)(t—2n) 2 
Ft (Lo—t;) (Lo—X) Cr a (Ti —To) (Li —L3) (T1 —Zn) Hot 


On vérifie immédiatement a posteriori que u est de degré n et 
possède les propriétés indiquées, mais cette formule est d’une appli- 
cation très peu pratique. 


322. Formules d'approximation pour les quadratures. — Les for- 
mules d'interpolation peuvent servir au calcul de l'intégrale 


[ra de, 


lorsque cette quadrature ne peut se faire exactement. On remplace, à 
cet eflet, la courbe y == f{x) par une autre que l'on sait intégrer. 

On peut remplacer f(x) par un polynome de degré n à l’aide de 
la formule de Lagrange. Cela revient à remplacer la courbe y = f(x) 
par une parabole du n° degré ayant n + 1 points communs avec elle. 
On obtient ainsi la méthode d'intégration de Cotes, qui est d’ailleurs 
peu recommandable. 

Au lieu de faire l'interpolation dans l’intervalle (a, b) tout entier, on 
peut partager cet intervalle en parties consécutives et interpoler dans 
chaque partie. On peut remplacer f(x) par une suite de polynomes du 
premier degré, c’est-à-dire la courbe par une suite de droites, et l’on 
obtient la formule des trapèzes. 

On peut aussi remplacer f(x) par une suite de polynomes du 
deuxième ou du troisième degré, c’est-à-dire la courbe par une suite 
d’arcs de paraboles, et, en supposant les intervalles égaux, on obtient 
la formule de Simpson (t. I, n° 314). 


323. Expression empirique de certaines lois. — Quand la loi exacte 
des variations de certaines quantités n’est pas connue, comme cela a 
lieu pour la plupart des phénomènes naturels, on peut recourir aux 
formules d'interpolation. On détermine les valeurs de la fonction pour 
une série de valeurs de la variable et les formules d’interpolation 
fournissent une règle empirique pour calculer les valeurs de la fonc- 
tion pour d’autres valeurs de la variable. Les formules ainsi établies 
ne méritent généralement que peu de confiance. 


CHAPITRE VIII. 


Applications géométriques (Sue). 
Points singuliers. Contact. Enveloppes. 


8 1. Points singuliers des courbes planes. 


324. Points ordinaires et points singuliers. — Considérons l'équation 
d’une courbe plane, rapportée à des axes rectangulaires ou obliques, 


et supposons que fet ses dérivées f, et f,, soient des fonctions con- 
tinues et uniformes de x, y dans le voisinage d’un point M{a, b) de 
la courbe. 

Si f,,(a, b) n'est pas nul, l'équation (1) n’a, dans le voisinage du 
point M, qu’une seule solution 


y = (x), 

qui représente une seule branche continue de courbe passant par le 
point M;et cette branche possède une tangente déterminée, dont la 
direction varie d’une manière continue avec la position du point de 
contact. C’est la conséquence du théorème général sur l'existence des 
fonctions implicites (t. 4, n° 142). 

Un poiat M qui possède ces caractères s'appelle un point ordinaire 
de la courbe. 

Si f!, était nul au point M mais f,, différent de 0, on pourrait résou- 
dre l'équation (1) par rapport à x et la conclusion serait analogue. 

Donc, si nous appelons points singuliers les seuls points qui ne pos- 
sèdent pas les caractères énumérés plus haut, nous pouvons énoncer 
Ja conclusion suivante : | 

Quand f(x, y et ses dérivées partielles sont continues, la courbe 
f(x. y) — 0 ne peut avoir d'autres poinis singuliers que ceux dont les 
coordonnées a et b satisfont simultanément aux trois équations. 


a LU Les FOUR 
f\a, b) | hi 0, da ei 0, my 
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Donc, pour trouver les points singuliers d’une courbe, il faut cher- 
cher s’il existe des systèmes de solutions des trois équations précé- 
dentes ; ou bien s’il existe des valeurs de x, y rendant discontinues fou 
ses dérivées partielles. i 

Nous laisserons d'abord de côté les singularités provenant des dis- 
continuités pour porter notre attention sur ceux de la première caté- 
gorie, qui sont.de loin les plus importants. 

L'étude de ces points peut être faite d’une manière simple et 
complète quand on se place au point de vue des fonctions d’une 
variable complexe et il convient de la reprendre dans la théorie des 
fonctions analytiques. Pour le moment, nous nous plaçons au point 
de vue des variables réelles et nous allons nous borner aux cas les 
plus simples et aux procédés de recherche les plus élémentaires. 


329. Points singuliers de divers ordres. — Soit M (a, b) un point 
singulier de la courbe f(x, y) = 0. Supposons fix, y) continue ainsi 
que toutes ses dérivées partielles aux environs de ce point, On peut 
développer f(x, y) par la formule de Taylor suivant les puissances de 
z— aet de y — b; seulement, comme f, f!, et f, S'annulent au point 
M par hypothèse les termes des ordres 0 et 1 disparaissent et le 
développement débute par les termes du second ordre. On a donc 


[(æ, y) = Pa Ps + + En + Ra 


en désignant par +, ».,.. des polynomes homogènes en (2 — a) et 
(y — b) de degrés 2, 3, et par R, le terme complémentaire. 
Si l’ensemble des termes du second ordre 


MT NO /| Of (y-== D) 00 
TRE Ne Dar RO DER 


ne disparaît pas identiquement comme les précédents, c’est-à-dire si 
l’une au moins des dérivées secondes de f ne s’annule pas au point M, 
on dira que M est un point singulier du second ordre. 

Si au contraire p;, ®, Pare. Pn_1 SOnt identiquement nuls mais que 
gn ne le soit pas, on dira que le point M{(a, b) de la courbe est un 
point singulier de l’ordre n. 


326. Etude des points singuliers du second ordre. — D'après ce qui 
précède, un point singulier du second ordre M{a, b) de la courbe 
f(x, y) = 0, est caractérisé par ce fait que le développement de f(x, y) 
suivant les puissances de æ — a, y — b est de la forme 


— JR 


[(&, y) = Pe + Pa a 


où ©, n’est pas identiquement nul. 
La forme de la courbe dans le voisinage du point M est liée aux 
propriétés de l'équation homogène du second degré 


Pole 0, 
qui représente un faisceau de deux droites réelles ou imaginaires, 
distinctes ou confondues, passant par le point M. 
On a, en effet, le théorème suivant dont nous allons expliquer les 
termes et donner la démonstration : 
Posons, en abrégé, 
a (- (OR NU 
Oa Ob da? ob? 


Tuéorème. — 40 Si l’on a À < 0, ou, ce qui revient au même, si les 
deux droites du faisceau sont imaginaires, le point M est un POINT ISOLÉ. 

90 Si l'on a À > 0, ou si les deux droites du faisceau sont réelles et 
distinctes, le point M est un POINT DOUBLE A TANGENTES DISTINCTES, c’est-à- 
dire que la courbe possède deux branches passant par M et respective- 
ment tangentes aux deux droites du faisceau (fig. 2). 

30 Si l’on a À = 0, c'est-à-dire si w, est carré parfait et que les deux 
droites du faisceau se confondent, il y a doute sur la forme de la courbe, 
mais, sauf exception, le point M sera un POINT DE REBROUSSEMENT de pre- 
mière espèce (fig. 3). 


T 


3 


Fig. 2. Fig. 3. 


Pour simplifier l'écriture, supposons qu on ait préalablement trans- 
porté l’origine au point M et que l'équation de la courbe soit alors 


f(x, y) = 0. 


Nous sommes ramenés à étudier cette courbe dans le voisinage de 
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l'origine. Développons f(x, y) par la formule de Maclaurin suivant les 
puissances de x, y, les termes du second ordre ne disparaîtront pas et 


l’on aura 
F(, ÿ) = pe + Pa + + + Enr + Ra, 
les © désignant maintenant des polynomes homogènes en x, y de 
degrés marqués par leur indice, et R, le terme complémentaire. 
Pour trouver l'expression de R, LE o(t) = f{xt, yt) et faisons 
le développement 


p(t) = do + di + af + Hana IR), 
On sait que celui de f(x, y) s'en tire pour { —1. à vient donc, par 
la formule du n° 352 du tome premier, 


Ra = [are (ut) (1 — u)t-1 du. 


Or g*(ui) prend, par les règles de dérivation, la forme d’un poly- 
nome homogène de degré n en x, y ayant les dérivées d'ordre n def 
comme coefficients. Donc on peut aussi mettre R, sous la forme d'un 
polynome homogène de degré n en x, y, dont les coefficients sont des 
fonctions continues de x, y ainsi que leurs dérivées. 

Ajoutons encore une remarque préalable. Quel que soit le point 
(x, y), un au moins des deux rapports y : æ ou æ : y ne surpasse pas 
l'unité en valeur absolue. Donc on peut toujours trouver les points de 
la courbe en posant y = ux, puis æ = vy et en cherchant les valeurs 
finies de u et de v qui satisfont à l’équation transformée de la courbe. 

Arrivons maintenant à la démonstration du théorème, le point M 


étant pris comme origine. 


PREMIER cas. À < O. — Les droites du faisceau sont imaginaires. 
L'origine est alors à distance finie de tout autre point de la courbe et 
l’on dit que l’origine est un point isolé. Nous allons le prouver. 

Mettons l'équation de la courbe sous la forme 


Pat. y) + Ra = 0. 
Posons d’abord dans cette équation y = ux et divisons par x? ; il 
vient, eu égard à la forme de R;, 
pal, u) + px = 0, 
y gardant une valeur finie quand x tend vers 0 et que w reste fini. Or 
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(1, u). ayant ses racines imaginaires, reste supérieur à un nombre fixe 
en valeur absolue. L’équation précédente devient donc impossible dès 
que x tend vers 0. De même, si l’on posait x = vy, on serait conduit 
à une relation impossible quand y tend vers 0 et que v reste fini. Donc 
la courbe n’a aucun point dans le voisinage de l’origine. 


DEUXIÈME cas, À > 0. — Si les droites sont réelles et distinctes, la 
courbe possède deux branches qui se coupent à l’origine et qui sont 
respectivement tangentes à chacune des droites du faisceau. 

Prenons les deux droites du faisceau comme axes coordonnés ; 
w,(æ, y) se réduira au seul terme y, à part un coefficient qu’on rend 
égal à l'unité en divisant toute l’équation par ce facteur. On ramène 
ainsi l’équation de la courbe à la forme 


Faisons d’abord la substitution y — ux où w doit rester fini, R; 


prendra la forme a*y{u, x), où 4 est continue ainsi que ses dérivées ; 
et, en divisant toute l'équation par à?, il viendra 


u+xvb(u, x) = 0. 


Cette équation prouve que w tend nécessairement vers 0 avec x. 
C'est l'équation d’une courbe que nous appellerons la courbe (u, à) 
pour la distinguer de la courbe (x, y). Pour cette courbe (u, x), l’ori- 
gine est un point ordinaire, car le terme du premier degré en w ne 
disparaît pas. Donc il existe une solution w et une seule en fonction 
de x et elle est infiniment petite avec x. 

Si 4(0, 0) n’est pas nul, la valeur principale de w sera 

u = — x 4% (0, 0) 
et celle de y | 
y = — x? 4 (0, 0). 

C'est l'équation approchée d'une branche de courbe tangente à 
l'axe des x à l’origine et ne présentant pas d’inflexion en ce point. 

Si v (0, 0) est nul, la valeur principale de w sera la même que celle 
de — x (0, x) et celle de y la même que celle de — AAA 
y à donc inflexion où non suivant que le développement de 4 (0, x) 
suivant les puissances de æ débute par un terme d'ordre impair ou 
d'ordre pair. 

On montre de même, en faisant la substitution æ = vy, que la 
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courbe possède une branche tangente à l'axe des y et qui ordinaire- 
ment n'a pas d'inflexion à l’origine. . 

D'ailleurs la courbe ne peut avoir dans le voisinage de l’origine que 
les seuls points que nous venons de déterminer. 


La courbe la plus simple présentant un point double à tangentes 
distinctes est le folium de Descartes 


2y +2 + = 0. 


TROISIÈME cas. À — 0, — Les deux droites du faisceau se confondent : 
en prenant cette droite pour axe des x, on peut réduire v, au seul 
terme y*, Ce qui ramène l’équation de la courbe à la forme 


ÎUe, ÿ) = Y + ps (&, y) + wo, (x, y) ++ = 0. 


On reconnaît immédiatement qu'aucun point infiniment voisin de 
l'origine ne peut être fourni par la substitution x — vy où v reste fini, 
car, par cette substitution, puis par la suppression du facteur # et 
dans l'hypothèse de y infiniment petit, l'équation se réduit à 4 = 0, ce 
qui est impossible. 

Il suffit donc d'étudier la substitution y — ux. Après division par 
æ?, elle fournit la relation 


u + zofl, u) + ao, (1, u) + + = 0, 


qui montre d’abord que w doit être infiniment petit avec x. 

En général, f(x, y) contient un terme en x et w3(1, 0) n’est pas nul. 
Dans ce cas, le premier membre de la relation précédente contient un 
terme du premier degré, qui est le terme en x, et l’origine est un 
point ordinaire pour la courbe (u, x). Il existe une valeur x fonction de 
u et une seule qui vérifie l’équation dans le voisinage de l’origine, et 
elle a pour valeur principale 


u? 


Ea(1, 0) 


On en tire deux valeurs pour w et deux valeurs pour y 


Ces deux valeurs de y sont de signes contraires et ne sont réelles 
que siæ a le signe de — v.,(1, 0). Donc la courbe n’existe que d’un 
seul côté de l’axe des y et elle possède deux branches qui touchent 
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l'axe des x à l’origine mais s'arrêtent en ce point. Ges deux branches 
sont situées de part et d’autre de leur tangente commune. On dit 
alors que l’origine est un point de rebroussement de première espèce. 

Toutefois cette conclusion reste soumise à l'hypothèse que f(x, y) 
étant développé, contienne un terme en x°. Dans le cas contraire, il 
y a doute et il faut un nouvel examen. 

La courbe la plus simple présentant un point de rebroussement de 
première espèce à l’origine aura donc une équation de la forme 


y + xs = 0 


392". Discussion du cas douteux. — Quand les termes du secoud 
degré forment un carré y? mais qu'il n’y à pas de termes en æ°, les 
choses se compliquent. Supposons qu’on ait, en développant l'équation, 


flæ, y) = y + (ba°y + ay? + dy) 
(at + bay +) 
LE (ass + bay + +) + = 0. 
Il vient, en posant y = uæ, divisant par 4* el ordonnant, 
Qu? + b,ux + a, à?) + (at + b, a°u + CRU) + = 0. 


Donc l’origine est unpoint singulier du second ordre pour la courbe 
(u, æ). Nous sommes amenés à recommencer sur cette courbe la dis- 
cussion déjà faite pour la courbe (æ. y). Concluons donc : 

40) Si le trinome (a? + bu + a,) a ses racines imaginaires, l’ori- 
gine est un point isolé pour la courbe (u, x), donc aussi pour la 
courbe (x, y). 

90) Si ce trinome a ses racines a et 8 réelles et distinctes, la courbe 
(u, x) possède deux branches tangentes à l’origine aux droites 


U — AT, PRES 


donc la courbe (x, y) possède deux branches correspondantes, ayant 
pour équations approchées 


VOL" 1-04", 


et, par conséquent, toutes deux tangentes à l'axe des æ. Elles sont du 
même côté ou de part et d’autre de cet axe selon que « et 8 sont de 
même signe ou non. Si l’une des racines à, 8 est nulle, les valeurs 
correspondantes de x et de y seront d'ordre plus élevé en x et la 
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branche correspondante de la courbe (x, y) pourra exceptionnellement 
présenter un point d’inflexion. Dans ces divers cas, on dit que l’origine 
est un point double à tangentes confondues (fig. 4.) 
M Par exemple, ce sera le cas pour la courbe 
k pP(L+a)= 

Fig. 4. 30) Si le trinome (u? + b, ux + ax?) est égal 
à un Carré (u — ax), et qu'on ne retombe pas 
une seconde fois sur le cas douteux, la courbe (u, x) est tangente 
à la droite (4 — ax) — 0 et possède à l’origine un point de rebrousse- 
ment de première espèce. Ses deux branches ont, d’après le no précé- 

dent, des équations approchées de la forme 


(u—ax) = +xzVmx 
et il en résulte pour la courbe (x, y) deux branches correspondantes 
y = 2.(x + Vmax) 


Ces deux branches sont tangentes à l’axe des x à l’origine mais 
s'arrêtent en ce point. Elles sont situées du 
même côté de leur tangente, pourvu que « ne | 
soit pas nul, et l'on dit alors l’origine est un 
point de rebroussement de deuxième espèce (fig. 5). M À 
Si « était nul, le rebroussement serait de pre- Fig. 5. 
mière espèce. 


La courbe la plus simple ayant un point de rebroussement de 

deuxième espèce à l’origine aura pour équation 
Q— 2) = a. 

Exceptionnellement, il peut arriver que l’on retombe encore une 
fois sur le cas douteux, alors il faut recommencer une troisième fois 
les mêmes raisonnements et ainsi de suite. 

Si l’on arrive à une solution, on voit facilement que l'origine ne 
peut être pour la courbe qu'un point isolé, un point double à tan- 
gentes distinctes ou non, ou bien un point de rebroussement de pre- 
mière ou de deuxième espèce. Mais il peut arriver que le cas douteux 
se reproduise indéfiniment et alors la méthode n’aboutit pas. 


328. Points multiples d'ordre supérieur. — Supposons maintenant 
que l'origine soit un point singulier d'ordre n de la courbe | 


[(@, y) = 0. 
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Le développement de f(æ. y) par la formule Maclaurin débutera par 
les termes de l’ordre n. Cela revient à dire que j s’annule à l'origine 
ainsi que ses dérivées d'ordre < n, mais qu'une au moins des dérivées 
d'ordre » ne s’annule pas. L'équation de la courbe se met sous la forme 


En \©, Y) + nt, y) +: = 0. 


Nous allons montrer que les propriétés de la courbe dans le voisinage 
de l’origine sont liées à celles de l'équation homogène d’ordre n 


Pn (æ, y) FE 0, 


qui représente un faisceau de » droites réelles ou imaginaires passant 
par l'origine. Les développements donnés précédemment pour le cas où 
n —= 2 nous permettent d’abréger pour le cas général. 

Soit M(x, y) un point de la courbe infiniment voisin de l'origine 0. 
Désignons par r la distance OM et par à, y. les coefficients directeurs de 
OM. Substituons dans l'équation de la courbe les EU DATA TURERU 
et divisons par ”* ; il viendra 


En (À, b) + rpn4a (À, pd) + = 0. 


Done, si r est infiniment petit, les coefficients directeurs à, W diffèrent 
infiniment peu d’une solution de #, (à, m) — 0. On en conclut que toute 
branche de courbe passant par l’origine est nécessairement tangente à 
l’une des droites du faisceau vw, (x, y) — 0. D'où le théorème suivant : 


THéorRèMe. — Toute branche (réelle) de la courbe est nécessairement 
tangente à une droite réelle du faisceau v,(æ, y) — 0. En particulier, 
si tout le faisceau est imaginaire, l'origine est un point isolé. 

En vertu de ce théorème, on est ramené à examiner séparément chaque 
droite du faisceau pour reconnaître s’il lui correspond une branche tan- 
gente et de quelle nature. 

Considérons, en particulier, une droite d'ordre À de multiplicité du 
faisceau (4 Z n). En la prenant comme axe des æ, on fera apparaître 
dans », (x, y) le facteur y# et l’équation de la courbe deviendra 


YA nn (©, Y) + ntfs, y) + = 0, 


les 4 désignant des polynomes homogènes du degré indiqué par l'indice 
et dont le premier ne contient plus y en facteur. 

Posons y = wæ dans l'équation de cette courbe {x, ji et divisons 
par æ* ; nous trouvons l’équation d’une courbe (w, æ) 


UX Vin de u) + nt (I, u) Le = 


L'étude d’une branche de la courbe (x, y) tangente à la droite consi- 
dérée, revient à celle de la courbe (w, æ&) dans le voisinage de l'origine. 
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En effet, « doit être infiniment petit pour que y soit infiniment petit par 
rapport à æ& et, si l’on connaît une valeur principale de w, on connaît une 
valeur principale de y := wæ. | 

On arrive âinsi aux conclusions suivantes : 


PREMIER cas. La courbe (uw, x) a un point simple à l'origine. — C'est 
le cas ordinaire et il peut avoir lieu dans deux hypothèses : a) si A = ] ; 
b)si k est > 1 mais que 441 (1, 0) ne soit pas nul. 

a) Si À = 1, l'équation de la courbe («, x) renferme un terme du pre- 
mier degré en %, car Y»_x (1, 0) n’est pas nul ; donc « a une valeur et 
une seule en fonction de x, sa valeur principale se tire de l'équation 


UuŸn_1(1, 0) FE XYn+a(1, 0) = 0 


et il en résulte une seule valeur de y, toujours réelle. 

Donc, à toute droite réelle simple du faisceau, correspond une 
branche qui la touche à l'origine. 

b) Si % est > 1 mais que 4,44(1, O) ne soit pas nul, l'équation de la 
courbe (#, æ) contient un terme du premier degré en æ, et æ a une valeur 
et une seule en fonction de w. Sa valeur principale se tire de l'équation 


U* np Le 0) an CHU (ES 0) — 0 ; 


elle est de la forme & = mu“, en désignant par » une constante non 
nulle, On en tire, inversement, les valeurs principales de w puis de y, ce 
qui donne 


HT) cet 
y = ur = a |? 
m 


Si Æ est impair, le radical a une seule valeur réelle qui change de 
signe avec &. Donc «ne droite multiple d'ordre impair est une tangente 
d'inflexion. 

Si À est pair, le radical n’est réel que siæ a le signe de », auquel cas 
il a deux valeurs de signes contraires, Donc une droite multiple d'ordre 
pair est une tangente de rebroussement (de première espèce). 

Par exemple, l’origine est un point singulier du 5° ordre pour la courbe 


a? y$ — x . y$ ; 


l'axe des æ (droite triple) est une tangente d’inflexion et l'axe des y 
(droite double) uue tangente de rebroussement. 


DEUXIÈME cas, La courbe (u, x) a un point singulier à l'origine. — 
Comme il y a un terme en w#, ce point est d'ordre £ k £ n. On recom- 
mencera sur ce point singulier l’analyse faite pour la courbe (æ, y), et 
ainsi de suite, 
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329. Autres points singuliers. — Il peut encore exister d’autres 
singularités tenant à certaines discontinuités des fonctions qui entrent 
dans l'équation de la courbe, mais on n’a pas de règles pour les étudier. 
Voici quelques exemples : 

1) Point d’arrét. Supposons qu’une fonction f(x), continue et à 
détermination unique, cesse brusquement d’exister ou devienne ima- 
ginaire sans passer par l'infini quand æ passe par la valeur a; la 
courbe 


y = f(x) 


aura un point d'arrêt pour æ = a. Par exemple, les courbes 
y=æLogx, y = sin? Vx 


ont une branche infinie dans le sens des æ positifs, mais qui s'arrête 
brusquement à l’origine. L'origine est un point d'arrêt. 

2) Point anguleux. Ge sont ceux où aboutissent deux arcs de 
courbe sous une inclinaison différente. Par exemple, la courbe 


y = à (cos Vx + VI— x) 
possède un point saillant ou anguleux à l'origine. 
8o Point de dédoublement. Ges points, signalés par Plateau, sont 
ceux où une branche unique se sépare en deux autres. Il est facile de 
former une courbe présentant cette singularité. Prenons une courbe 


comme le folium de Descartes, x° + y — Say, qui a un point dou- 
ble à l'origine mais trois branches (sur quatre) du côté des x positifs, 
À 


et remplaçons dans son équation y pary-+e %. La branche située 
du côté des æ négatifs sera rejetée à l'infini et l’on aura un point de 
dédoublement à l’origine. 


8 2. Asymptotes des courbes planes. 


330. Définition. — On appelle asymptote d'une branche de courbe 
allant à l'infini, une droite AB telle que la distance à cette droite d'un 
point M qui s'éloigne indéfiniment sur la courbe ait pour limite zéro. 

Pour que cette condition soit réalisée, il est nécessaire et suffisant 
que la distance du point M à la droite AB ait pour limite zéro, cette 
distance étant comptée parallèlement à une droite fixe quelconque, 
non parallèle à AB. En effet, la distance vraie et la distance oblique 
sont alors dans un rapport constant différent de zéro. 
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331. Asymptotes parallèles à l'axe des y. — Elles s’obtiennent 
directement en faisant usage du théorème suivant : 

Pour qu'une droite x = a soit une asymptote de la courbe y = f(x) 
en coordonnées rectangulaires ou obliques, il faut et il suffit que la valeur 
absolue de f(x) croisse à l'infini quand x tend vers a dans un sens 
déterminé. { 

En effet, dans ces conditions, le point M (x, y) de la courbe s'éloigne 
à l’infini et sa distance à la droite xæ — a comptée parallèlement à l’axe 
des x, distance égale (au signe près) à x — 4, tend vers zéro. 

Si la courbe a pour équation f(x, y) = 0, on trouvera les asymp- 
totes parallèles à l'axe des y en cherchant pour quelles valeurs finies 
de æ une ou plusieurs déterminations de y tendent vers l'infini. 

Par exemple, on voit ainsi que l’axe des y est une asymptote de la 
courbe j 


Car y tend vers l'infini quand x est positif et tend vers 0. La branche 
de la courbe est à droite de l'axe des y. 

On suivrait une méthode analogue pour trouver les asymptotes 
parallèles à l'axe des x. On reconnaît ainsi que la courbe précédente 
a une seconde asymptote y = 1, car æ tend vers l'infini quand y tend 
vers 4. 


332. Asymptotes non parallèles à l'axe des y. — Pour les trouver, 
on se sert du théorème suivant : 

Si une branche infinie de courbe possède une asymptote y = cæ + d, les 
coefficients c et d sont donnés par les relations 

(1) e— lim 2, d = lim (y — cx) 

où x tend vers l'infini, le point M (x, y) restant sur la branche de courbe. 

En effet, la distance du point M (x, y) à la droite y — ex — d = 0 
est proportionnelle à l'expression y — cx — d. Pour que cette droite 
soit une asymptote, il faut donc que y — cx — d ait pour limite 0 
quand M s'éloigne à l'infini sur la branche correspondante ; et alors æ 
tend vers + ou — suivant le sens dans lequel cette branche est 
infinie. Gela revient à dire que l'équation de la branche de courbe 
peut se mettre sous la forme 


y—cxr—d=u, 
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où « est une fonction de x qui tend vers 0 quand x tend vers l'infini 
dans le sens indiqué. On déduit de cette relation 


(2) Ci egaruns d 


: Ho: y —Cx = d +; 


et en faisant tendre x vers l'infini dans le sens de la branche infinie, 
on obtient les deux formules du théorème. 

Réciproquement, si les limites (1) existent quand le point M (x, y) 
s'éloigne à l'infini sur une branche de la courbe, la droite y = cx + d 
sera une asymptote de cette branche. 

En effet, si les limites (1) existent, y — ex — d tend vers O0 quand 
M (x, y) S'éloigne à l'infini sur la branche, et y — ex — d = 0 est une 
asymptote. 

Il est bon d'observer que, pour une branche située à droite de l'axe 
des y, æ tend vers + et que x tend vers — pour une branche 
située à gauche. D'autre part, selon que la branche sera située au- 
dessus ou au-dessous de son asymptote, « sera positif ou négatif. 


333. Asymptotes des courbes algébriques. — Soit f(x, y) = 0 l'équa- 
tion d’une courbe algébrique de degré n. En rangeant les termes par 
degrés décroissants, on la met sous la forme 


(1) Pn (&, y) + na (&, y) + ++ = 0, 
les polynomes + étant de degrés n, n — 1... 


Pour trouver les asymptotes non parallèles à l'axe des y, posons 
y = {x ; l'équation divisée par x” donne 


(2) en (1, à) + Lena (1, d + = 0. 


L’inconnue & a généralement, en même temps que y, plusieurs 
déterminations correspondant aux diverses branches de la courbe. Si 
xæ peut croître indéfiniment sur une branche, l'équation précédente 
donnera lim 6» (4, t) = 0. Donc t ou y : æ ne peut avoir pour limite 
qu’une racine de l'équation | 


(3) En (1, t) = 0. 
Pour que la courbe ait des asymptotes non parallèles à l'axe des y, 
il faut donc que cette équation ait des racines réelles. Les directions 
fournies par les racines c,, €, de cette équation portent le nom de 
directions asymptotiques. L’équation (8) est l'équation des directions 
asymptotiques. 
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Considérons, en particulier, une racine c de cette équation. Posons 
y = cx + v dans l'équation (1; ; puis, après avoir effectué les réduc- 
tions, divisons par la plus haute puissance de x dans l'équation. Le 
résultat sera de la forme 


4) ÿ (D, 6) + À da (D, à + = 0. 


Faisons tendre x vers l'infini ; v ou y — cx ne peut tendre que vers 
une racine de l'équation 


(5) ÿ (v, c) = 0. 


Pour qu’il existe une asymptote correspondant à la direction c, il 
faut donc que + (v, c) contienne v et que % (v, c) — 0 ait au moins une 
racine réelle. Soit d l’une de ces racines réelles, la droite 


y=cx+d 
sera une asymptote, pourvu qu’il lui corresponde une branche infinie 


(réelle) de la courbe. Si c’est le cas, l'équation de cette branche sera 
de la forme 


(6) y =Cx + d+u, 


où u tend vers zéro quand x est infini d’un signe déterminé. Ge signe 
correspond au sens dans lequel la droite est asymptote, tandis que le 
signe de u fait connaître si la branche de courbe est au-dessus ou au- 
dessous de son asymptote. 

Pour nous assurer de l'existence de cette branche, portons la 
valeur (6) de y dans l'équation de la courbe, ce qui revient à rem- 
placer v par d + w dans l'équation (4). Il faudra que l’équation 


b(d+u, 0 + T4 (du, o + = 0 


fournisse au moins une valeur infiniment petite de w pour æ infini 
(d’un signe déterminé). 
Remplaçons x par 1 : z!, l'équation 
(7) v(id+u,c)+zx'4, (d+ u, €) + + 
devra fournir une valeur infiniment petite de x pour une valeur infini- 
ment petite et de signe déterminé de x'. On est donc ramené à recon- 
naître si la courbe (7) possède une ou plusieurs branches passant par 


l’origine et quelle est leur disposition. C’est la question étudiée dans 
le paragraphe précédent. 
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Quand on connaîtra la disposition de la courbe (7) autour de lori- 
gine, on en déduira, sans difficulté, la situation des branches de la 
courbe (1) qui ont y — cæ + d pour asymptote. En effet, à toute 
branche de (7) correspond une branche infinie de (1) et les signes 
correspondants de w et de æ sont les mêmes que ceux de w et !. 


Remarque 1. — Si d est une racine simple de l'équation (5), la droite 

— çæ + d'est une asymptote de la courbe, et cela dans les deux 
sens. Ur 

En effet, dans ce cas, u — 0 est racine simple de Yÿ (d+u,c); on 
en conclut que l’origine est un point ordinaire pour la courbe (7) dont 
l'équation renferme un terme du 4*% degré en . Done la fonction « 
existe et est infiniment petite avec x! (positif ou négatif). 


Remarque IT. — La recherche des asymptotes parallèles à l’axe des 
y peut se faire par une discussion identique à la précédente : il suffit 
d’intervertir x et y dans les raisonnements. 


334. Exemples. — I. Folium de Descartes : à + y — S8axy = 0. 

L’équation des directions asymptotiques est 1 + &# — 0 et ne fournit 
qu’une seule direction réelle c — — 1. Substituant y = — x + v dans 
la courbe, il vient 


v(v+a), v 
0) +- (D mr) x + 34? 0, 
Donc d est fourni par d + a = 0 qui n’a qu’une racine simple — a. 
Il y a une asymptote y = — æ — a et elle est asymptote dans les deux 
sens. | 


Pour reconnaître la position des deux branches correspondantes, rem- 
plaçons © par — a + w et æ par l': x’ dans la relation entre v et æ. Il 
vient 


 — au (a — a) + 3 @° (u — a) = (0. 


La valeur principale de « est à a%x'? qui a le signe de a. Si a est posi- 


tif, les deux branches infinies sont au-dessus de l’asymptote. 


II. Soit la courbe æ4 — y# + xy = 0. 

L'équation des directions asymptotiques, 1 — &* == 0, fournit deux 
directions réelles c — + 1. Substituant y = cæ + v dans la courbe, il 
vient (c = + 1) 

c— Gv* 


4Cv — es Cr 
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Donc d est fourni par 4cd — 0, qui n’a qu’une racine simple O, Il y a 
donc deux asymptotes y = cæ(c — + 1) et elles sont asymptotes dans 
les deux sens. 

Pour reconnaître la position des branches infinies, remplaçons v par % 
et & par 1 : æ' dans l'équation entre v et x ; il vient 

Acu — æ'(c — bu?) + … = 0, 


[ 
La valeur principale de « est _. et change de signe avec x! ; les deux 


branches relatives à une même asymptote sont donc de part et d’autre 
de cette droite, au-dessus du côté des & positifs et au-dessous du côté des 
æ négatifs. 


IT. Considérons la courbe y2x? — ax + a? — 0, 
L'équation des directions asymptotiques, & — 0, donne une seule 
direction réelle c = 0. Substituant y — cx + v = v, il vient 


Donc, d — O0 étant racine multiple, il peut y avoir une asymptote 
y = 0. Assurons-nous de l'existence des branches correspondantes. Sub- 
stituons v = d + u = w et æ = 1 : &!; il vient 


u? — ax! + ax? =, 


L'origine est un point simple de cette courbe. On voit que « existe et 


a pour valeur principale +\/ax! pourvu que æ! ait le signe de a. Donc, 
si 4 >0, la droite y == 0 est asymptote du côté des æ positifs seulement, 
mais il y a deux branches infinies situées de part et d'autre de cette 
droite. On voit facilement que l'axe des y est aussi une asymptote. 


IV. Soit encore la courbe y?x? — 2y + a? = 0. 

On trouve une direction asymptotique c = 0 et on en tire facilement 
d = 0. Mais y — O0 n’est pas une asymptote parce que l’équation entre % 
et æ! est 


2 + ax"? — Pux!? = 0; 
l'origine est un point isolé de cette courbe. On montre d’une manière 


analogue qu’il n’y a pas d’asymptote parallèle à l’axe des y. 


Remarque. — Il est facile de traiter directement ces deux dernières 
courbes en résolvant leurs équations par rapport à æ ou à y. 


335. Asymptotes en coordonnées polaires. — Considérons une courbe 
dont l'équation est donnée en coordonnées polaires r et 0. Supposons 
qu’elle ait une branche infinie douée d’une asymptote, Soient à la distance 
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du pôle à l’asymptote et a l’inclinaison de l'asymptote sur l'axe polaire. 
Menons par le pôle (fig. 6) la droite OP perpendiculaire sur l’asymptote 
et soit Q la projection d’un point M de la courbe sur OP. La distance QP 
du point M à l'asymptoteayant pour limite 
zéro, OQ tend vers OP ou à ; on a donc 


lim OM sin (OMQ)=limrsin(ô— a) = à. 


Comme r tend vers l'infini, sin (0— à) 
et par conséquent 0 — « tendent vers 0. 
Donc lim 6 = «. La direction de l'asymp- 
tote est la limite de celle du rayon vecteur 
quand le point M s'éloigne indéfini- Fig. 6. 
ment. 

Cette règle ayant fourni «, à sera donné par l'équation 


ô — lim, sin (0 — a). 


La valeur de 5 déterminée par cette équation sera positive ou négative 
suivant que 6, qui est infiniment voisin de a, sera > Où < «, ou autrement 
suivant que OP fait un angle droit positif ou négatif avec la direction «. 
Il n’y aura done aucun doute sur la position de l’asymptote. 

Qi ces limites « et à sont ainsi déterminées quand le point M s'éloigne 
à l'infini sur une branche de courbe, cette branche aura réellement pour 
asymptote la droite déterminée par les valeurs de « et ô, car, l'équation (8) 
ayant lieu, la distance du point M à cette droite tend vers 0. 


Exemple. Soit l'équation focale d’une conique 


ns 1— :cos 0 . 

Pour que r augmente indéfiniment, il faut que le dénominateur tende 
vers 0, donc cos a — l:e, ce qui suppose e > 1 et exclut l’ellipse. Si 
e > 1, on a deux valeurs pour « et deux directions correspondantes, 
également inclinées sur l’axe polaire. Il vient alors, par la règle de 
l'Hospital, 


p sin (O— a) p 
1—ecosû esina 


Ô = lim, » sin (0 — a) = lim 


Sie — 1, sin — 0, donc la parabole n’a pas d'asymptote. Pour 
l'hyperbole, : > 1, on a deux valeurs finies, dont les signes sont ceux 
de sina, 


D 


Ne 


et il y a deux asymptotes. 


DES 


8 3. Théorie du contact. 
Courbes et surfaces osculatrices. 


3386. Contact des courbes planes. — Dérinirion. Deux courbes planes 
(G) ec (C'}, ayant en commun un point ordinaire P, ont un contact de. 
l'ordre n au point P, lorsqu’à tout point Q de la courbe (C) infiniment 

voisin de P, on peut faire correspondre un point 
(c) Q' de la courbe (C') tel que la distance QQ' soit un 
infiniment petit d'ordre n +1 par rapport à PQ 
(fig, 7). 
Supposons que la courbe (C!) ait pour équation 
(C') F{(X, Y) = 0. 


Soient alors (a, b) les coordonnées du point 


(c 


Fig, T. 
P, (x, y) celles d'un point À de la courbe (C), (X, Y) celles d’un point 
Q' de la courbe (C}, Q et Q' tendant vers P. 
Appelons b la distance QQ' et (u, v) ses coefficients directeurs, on 
aura 


X = x + up, Y = y+ ve. 


En portant ces valeurs dans l’équation de la courbe (C!) et en déve- 
loppant suivant les puissances de p, on trouvera la relation 


OF, OF | 
Ft + up, y + vp) = F (x, y) +o eo) + = 0. 


Mais, comme x, y sont infiniment voisins de a, b, cette relation peut 
s’écrire, en abrégé (e étant infiniment petit), 


0F OF jh 
F (x, y) +p PNR RL MS 10) 


Le point P(a, b) est, par hypothèse, un point ordinaire de (C!);, 
donc F, et F, ne sont pas nuls tous les deux, et (uF, + Fe) ne s’an- 
nule que pour la direction (u, v) de la tangente en P à (C!). Donc, si 
la direction de QQ! n’a pas celle-là pour limite, l'équation précédente 
montre que F{x, y) et la distance p — QQ' sont deux infiniment petits 
du même ordre. 

Gomme on peut toujours associer au point Q un point Q' obtenu en 
coupant (C') par une sécante QQ' inclinée sur cette tangente à (Gt) 
(fig. 7), on peut énoncer le théorème suivant : 
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TnéorÈème. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
courbes (C) et (C!) aient au point P un contact de l’ordre n, est que la 
quantité F (x, y), obtenue en portant dans le premier membre de l'équation 
de (C) les coordonnées (x, y) d'un point Q de (C) infiniment voisin de P, 
soit un infiniment petit de l’ordre n + 1 par rapport à PQ. 


Nous allons transformer cette condition en nous plaçant dans les 
différentes hypothèses que l’on peut faire sur le mode de représen- 
tation des courbes. 

Pour commencer, supposons la courbe (G) définie par une repré- 
sentation paramétrique 


(GO) æ=plt), y—=/f(t%. 

Alors, par définition, un point ordinaire sera un point où l’une au 
moins des deux dérivées (par rapport à #) æ', y' est différente de 0. 
En un point semblable, les différentielles dt et ds — dt Va" + y" 
sont donc toujours deux infiniment petits du même ordre. 

Soient {, le paramètre du point P et rt, + dt celui du point (. La 
distance PQ sera du même ordre que ds qui est lui-même du même 
ordre que dt. Donc, pour que les deux courbes (C) et (C') aient au 
point P un contact de l’ordre n, il faut et il suffit que l'expression 


F(&, y) = F [e (to + dt), f(to + dt] 
soit un infiniment petit de l’ordre n + 1 par rapport à dt. 
Posons, plus simplement, 
g (6) = Flp(t), f (0); 
on voit que le développement de 4 (f, + dt) suivant les puissances de 
dt par la formule de Taylor devra commencer par le terme en diront 


Les conditions analytiques d’un contact de l’ordre n au moins sont donc 
en nombre n + 1, savoir 


4 (to) = W' (fo) = 2 = Y (te) = 0. 


Mais, pour que le contact soit de l'ordre n et non d'ordre plus élevé, il 
faut ajouter à ces conditions que 47+1 (t,) ne soit pas nul. 


Ces conditions prennent une forme particulièrement simple lorsque 
les équations des deux courbes (GC) et (C') peuvent être résolues par 
rapport à l'ordonnée et mises sous la forme 
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ce qui Suppose qu'aucune des deux tangentes au point P ne soit paral- 
lèle à l’axe des y. 
On a, dans ce cas, t = x, 


br) = Fe, f(x)] = (x) — f(x) 
el, en appelant a l’abscisse du point P, les conditions du contact 
deviennent 

fa) —fla)=0,  f'(a) —fi(a) — 0, … fr (a) — fX (a) = 0. 

D'où le théorème suivant : 

Pour que deux courbes aient un contacl de l'ordre n au moins, en un 
point donné où leur tangente n'est pas parallèle à l'axe des y, \ faut et 
il suffit que l'ordonnée et ses n premières dérivées par rapport à l’ab- 
Scisse aient les mêmes valeurs pour les deux courbes en ce point. Pour 
que le contact ne soit pas d'ordre supérieur à n, il faut, de plus, que les 
dérivées d'ordre n + 1 soient différentes pour les deux courbes. 

Considérons enfin le cas où les courbes (C) et (C') ont pour équa- 
tions 

Br 7) = 0, F, (£,y) = 0. 


Pour exprimer les conditions d'un contact de l'ordre n au moins 
pour x — 4, il faut former, par les règles de dérivation des fonctions 
implicites, les équations qui déterminent les » premières dérivées des 
” deux fonctions y de æ définies par les deux équations précédentes. 
Gela fait en tout, avec ces deux dernières équations, 2 (n + 1) équa- 
tions entre y, y', y’... et y*. Ces n + 1 quantités étant les mêmes au 
point æ = a pour les deux courbes, on les éliminera et les » + 1 
équations résultantes donneront les conditions du contact pour æt—=0. 


Remarque. — Il résulte de ce qui précède que deux courbes qui ont 
un Contact du premier ordre ou d’ordre supérieur sont nécessairement 
langentes au point de contact, car, y' ayant la même valeur pour les 
deux courbes, elles ont même tangente. 


THÉORÈME. — Deux courbes qui ont un contact de l'ordre n se coupent 
au point de contact si n est pair et ne se coupent pas si n est impair. 

Soient, en effet, x, y les coordonnées d’un point variable de la 
courbe (C) exprimées en fonction de t ; Y — f(x) = 0 l'équation de la 
courbe (G) ; & le paramètre du point de contact. Faisons { = t, + dt; 
l'expression 


Yo +d)=y—f(a)=y—Y 
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est d'ordre n + À par rapport à dt. Donc, si _n est pair, y — Y change 
de signe avec dt ; l'ordonnée de (C) surpasse l’ordonnée correspon- 
dante de (C) d'un côté du point de contact et est plus petite de l’autre : 
les deux courbes se coupent. Au contraire, si n est impair, il n’y a 
pas de changement de signe et les deux courbes ne se coupent pas. 


337. Courbes planes osculatrices. — Supposons qu'on donne la 
courbe (C} et le point P sur cette courbe, mais que la courbe (C) soit 
seulement assujettie à faire partie d’une famille de courbes définie 
par une équation 


(G') F Ne v° di, A9, An+1) HS. 0, 


renfermant n + À paramètres indéterminés. On peut se proposer de 
déterminer ces paramètres de manière que la courbe (GC!) ait au point 
P avec la courbe (C) un contact de l'ordre le plus élevé possible. La 
courbe (C!) est alors, parmi toutes celles du système considéré, l’oscu- 
latrice de la courbe (C). 

En général, n + 1 paramètres distincts peuvent être assujettis à 
n + À conditions. On peut donc les déterminer de manière à obtenir 
au point P un contact de l’ordre n au moins. 

Pour fixer les idées, supposons les coordonnées x, y des points de 
(C) exprimées en fonction de { et posons, comme au n° précédent, 


Ÿ (t) = F (t, Y, di, do, An+1)- 


Les n + 1 conditions du contact d'ordre n au point { seront 


p(O=p (== = pri = 0. 

En général, dans les applications, ce système de n + 1 équations 
entre les n + 1 indéterminées a n’est ni incompatible ni indéterminé 
et il détermine les éléments de l'osculatrice. L’osculatrice a un con- 
tact de l’ordre n si 4H (f) ne s’annule pas et exceptionnellement un 
contact d’ordre plus élevé si cette dérivée s’annule aussi. 

Supposons, comme cela arrive dans la plupart des applications, 
que les n +1 paramètres du système soient complètement déterminés, 
soit par les équations Ÿ = gp... = #7—= 0, soit par la condition de 
faire passer la courbe par n + 1 points donnés. On aura le théorème 
suivant : 


Tuéorème. — La courbe (C!') dépendant de n + 1 paramètres qui est 
osculatrice à une courbe donnée (CG) en un point également donné P, est 
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la limite des courbes de son espèce qui passent par le point P et par n 
autres points de la courbe (GC) infiniment voisins du premier. 


Démonstration. — Les courbes {C) et (C') restant définies comme ci- 
dessus, désignons par bo, t1, t2,- ln les paramètres du point P et den 
points voisins sur la courbe (C). La concition que (C!) passe par ces 
points fournit les n + 1 équations 

(bo) = 4 (4) =. = (in) = 0. 

Donc, en vertu du théorème de Rolle, dans les intervalles de ces 
n + 1 racines de y (f), se trouvent au moins n racines dé y! (6) et, par 
suite, n — 1 de 4!’ (t), .… et une de 4 (1). Si l’on fait tendre t,, Leote 
vers l, toutes Ces racines tendent aussi vers &. On retrouve donc, à 
la limite, le système d'équations 


Ÿ (Lo) à: (2 (to) CRT MAD (4 (Lo) Fe 0, 


qui déterminent l’osculatrice au point to. 


338. Exemples. — I. Droile osculatrice. L’équation d’une droite 
Y—aX—b—0 
renferme deux paramètres arbitraires a et b qui permettent d'établir 
en un point donné avec une courbe un contact du premier ordre. 
Soient x et y les coordonnées des points d’une courbe (C) ; prenons 
t — x et considérons y comme fonction de x. Les éléments de la 
droite osculatrice au point x seront définis par les équations 


Y&)=y—ax—b—=0,  Y(x) =y —a—=0. 
Son Coefficient angulaire est donc y'. La droite osculatrice n’est 


autre que la tangente, comme cela doit être d’après le théorème géné- 
ral précédent. 

La tangente a donc généralement un contact du premier ordre avec 
la courbe et la courbe ne traverse pas sa tangente. Exceptionnelle- 
ment, le contact sera d’ordre plus élevé, si l’on a 

#' (x) = y" = 0. 

C’est ce qui arrive en un point d'inflexion. Donc, en un point d’in- 
flexion, le contact de la tangente avec la courbe est au moins du second 
ordre. 


IT. Cercle osculateur. — L'équation d’un cercle 
(X — a}? + (Y— D}? — R? = 0, 
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renferme trois paramètres qui permettent d'établir avec une courbe, 
en un point donné P, un contact du deuxième ordre. Ges trois para- 
mètres permettent aussi de faire passer le cerele par trois points. Le 
cercle osculateur au point P d'une courbe plane est donc la limite 
d'un cercle passant par ce point et deux autres points infiniment voi- 
sins. C’est cette propriété qu’on a prise Comme définition dans le 
premier volume. Le contact du cercle osculateur avec la courbe sera 
donc généralement du second ordre et le cercle osculateur traverse 
la courbe, sauf aux points exceptionnels où l’ordre du contact serait 
plus élevé. 


III. Purabole osculatrice. — 11 faut quatre points pour déterminer 
une parabole. La parabole osculatrice en un point P d’une courbe 
plane sera donc la limite des paraboles passant par ce point et trois 
autres points infiniment voisins. Elle aura donc, en général, avec la 
courbe un contact du troisième ordre. 


339 Contact d’une courbe et d’une surface. — DériniTion. Quand 
une courbe (C) (plane ou gauche) et une surface (S) ont en commun un 
point simple P, elles ont en ce point un contact de l'ordre n, si, à tout 
point Q infiniment voisin de P sur la courbe, on peut associer un point 
Q!' de la surface tel que la distance QQ! soit un infiniment petit de 
l’ordre n + 1 par rapport à PQ. 

Soient (a, b, c) les coordonnées de P, (x, y, +) celles d’un point Q 
infiniment voisin de P sur (OC), (X, Y, 2) celles d’un point (infiniment 
voisin de P sur (S). Si l’on appelle p la distance QQ' et u, v, w les 
coefficients directeurs de cette droite, on à 


X — x + up, Y=y+vw,  2L=323+Wp. 
Supposons que la surface (S) ait pour équation 
(S) FIX, Y,2)=0 
et posons, en abrégé, 
Fhla, bc) =A,  Fy(a.b,c)=B, Fa. b, c) = CG 


Une au moins des trois quantités A, B, C est différente de O, puis- 
que le point P est un point ordinaire de (S). 
Le point (|! étant sur (S), on a 


F(X, Y, 2) = F(x + up, y + vp, 3 + we) = 0, 
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ou, en désignant par e une quantité qui tend vers 0 quand (x, y, 4) 
tendent vers (a, b, c), 
F (x, y, 3) + p (Au + Bu + Cw + e) — 0. 

La quantité Au + Bu + Cw n’est nulle que si la direction QQ' est 
parallèle au plan tangent mené à ($) au point P. Donc, si l'angle de 
cette droite avec ce plan ne tend pas vers 0, la distance p=QQ'et 
l'expression F (x, y, +) sont deux infiniment petits du même ordre. 

Gomme on peut toujours associer au point Q de la courbe (C) un 
point Q” de la surface (S) obtenu en menant par Q une sécante oblique 
à ce plan tangent, on a le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Pour qu'une courbe (C) et une surface (S) aient, en un 
point ordinaire P, un contact de l'ordre n, il faut et il suffit que l'ex- 
pression F (x, y, x) obtenue en substituant dans le premier membre de 
l’équation de la surface les coordonnées x, Y, % d'un point Q infiniment 
voisin de P sur la courbe (C), soit un infiniment petit de l’ordre n +1 
par rapport à PQ. 


Si la courbe (C) est donnée par une représentation paramétrique 


æ = f(t), Ua (t), 3 = f2 (£), 
comme les dérivées +’, y’, x! ne s'annulent pas toutes en un point 
ordinaire, on montre, par un raisonnement semblable à celui du 
n° 336, que la condition d’un contact de l’ordre n en un point ordi- 
naire P (4) Sera la suivante : Si l’on pose CO = (t,y,2)(x, y, 
étant fonctions de 1), il faut et il suffit que Ÿ (f, + dt) soit de l’ordre 
n + 1 par rapport à dt ou que l'on ait 


4 (te) = Y' ko) = = Were) = 0, Yet (to) 2 0. 


I faut donc n + 1 conditions pour qu’une courbe et une surface 
aient, en un point donné, un contact de l'ordre » au moins. 


THÉORÈME. — La courbe (CG) qui a, avec une surface (S), un contact 
d'ordre n en un point, traverse ou ne traverse pas (S) selon que n est pair 
ou impair. 

En effet, soient Z — f(x, y) = 0 l'équation de (S) ; +, y, x les coor- 
données des points de (C) exprimées en fonction de t, et & le para- 
mètre du point de contact. Faisons { = to + dt ; l'expression 


Ye + dd = 2 — f(æ, y) = 2 —Z 
est d'ordre n + 1 par rapport à dt. La courbe traverse ou ne traverse 
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pas la surface, suivant que 4 — Z change ou ne change pas de signe 
avec di, donc selon que n est pair ou impair. 


340. Surfaces osculatrices en un point d’une courbe. — Considérons 
une famille de surfaces à n + 1 paramètres 


F (2, y, %, di, An41) = 0. 


On appelle osculatrice, en un point P d’une courbe (C), celle des sur- 
faces de la famille précédente qui a avec la courbe un contact de l’or- 
dre le plus élevé possible. Comme il faut généralement n + 1 
conditions pour un contact de l’ordre », elles déterminent les paramè- 
tres &,, 4... an ; l'osculatrice, dans une famille de surfaces an+i 
paramètres, a donc généralement avec la courbe un contact de l'ordre n. 

Supposons que les n + 1 paramètres soient déterminés aussi bien 
par la condition du contact d'ordre n que par celle de passer par 
n + À points ; on aura, comme au n°337, le théorèine suivant : 


TuiorÈème — La surface dépendant de n + 4 paramètres qui est oscu- 
latrice en un point donné P d’une courbe (C), est la limite des surfaces 
de son espèce passant par le point P et n autres points de la courbe (C) 
qui se rapprochent indéfiniment du point P. 

341. Plan osculateur. — L’équation d'un plan 

(1) EUX, Ÿ, 2) = aX + bY + cZ + d = 0 


renferme trois paramètres arbitraires, qui permettent d'établir, en un 
point { d’une courbe (G) ayant pour équations 


x = f(ù. UE fit), 3 = f(t), 
un contact du second ordre. Les conditions de ce contact sont 
Q(E) = ax + by + cz + d=0 


(2) gt) = ax! + by! + cx = 0 
(D = ax!" + by! + cz! = 0. 


Ces équations déterminent les éléments du plan osculateur au 
point {, pourvu que l’un au moins des déterminants 


A=19y'z"— y'a, B—zalt— 2x C=xy"— x" 


ne soit pas nul. Nous supposerons d’abord cette condition réalisée. 
Le plan osculateur a généralement un contact du second ordre et, 
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par conséquent, la courbe traverse son plan osculateur. Pour que cet 
ordre soit plus élevé, il faut que 


g'(E) Les ax!!! + by!!! + cz!!! Ra 0. 


On peut alors éliminer a, b, c entre les trois équations g! = y! — 
y"! = (0, ce qui donne 
x! y' z! 
DS en n| = 0 
z' y" # 
CURE 


On appelle plans osculateurs stationnaires ceux qui sont menés aux 
points £ où D — 0. Ils ont avec la courbe un contact du troisième 
ordre au moins, et généralement la courbe ne les traverse pas. Au 
point de contact £, la torsion I : T de la courbe est nulle, en vertu 
de la formule 


(3) F=- 
To rente 


où le dénominateur diffère de 0 par hypothèse. 


Le plan osculateur, étant déterminé par la condition d’avoir avec la 
courbe un contact du second ordre, l'est aussi par la condition de 
passer par le point { et deux autres points de la courbe qui se rap- 
prochent indéfiniment du premier. C’est la propriété qui nous a servi 
de définition dans le premier volume. 


REMARQUE : Cas où A—B—C—0. — Dans ce Cas, pour détermi- 
ner le plan osculateur, il faut combiner avec les équations v(t) —0 et 
ÿ'(t —0 la première des équations 4/'(f — 0, PME = 0, qui n’en 
est pas une conséquence. Soit 4{f) — 0 cette première équation ; 
l'équation du plan osculateur prendra la forme exceptionnelle 


NN NZ 2 | 0 


Son contact sera d'ordre n + 4, à moins que +H1({) ne soit encore 
nul, ce qui élèverait l’ordre du contact. Les raisonnements précédents 
supposent encore que 2’, y', x! ne s’annulent pas à la fois. Mais on 
sait que cela ne peut arriver en un point ordinaire de la courbe C. 
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En un point où À = B— CG = 0, le plan osculateur est stationnaire, 
car on à 
D = Az!!!" + By"! “e CAE 0: 
Son contact est d'ordre supérieur au second. Mais on ne peut plus 
affirmer que la torsion soit nulle, car la formule (8) prend la forme 
0:0. 


Tuéorëme. — Une courbe dont tous les plans osculateurs sont station- 


naires est plane. | 

En effet, le déterminant D est un wronskien Wlx!,y', +1). L'équa- 
tion D — W — 0 exprime qu’il existe, entre x’, y", z!, une relation 
linéaire à coefficients constants (n° 149) 

ax! + By! + 73! = 0. 

On en tire, en intégrant, ax + By + y: —=Ù, ce qui est l'équation 
d'un plan. 

Remarque. En vertu de ce théorème, toute courbe dont la torsion 
est constamment nulle est une courbe plane, car, dans ce cas, on a 
D — 0, en vertu de la formule (8). Ce résultat a été établi d’une autre 
manière dans le premier volume. 


3492. Contact de deux courbes de l’espace. — DÉFINITION. Soient 
(C)et(C') deux courbes de l'espace ayant en commun un point ordinaire P. 
Les deux courbes ont au point P un contact d'ordre n, lorsqu'à tout 
point Q de la courbe (C) infiniment voisin de P, on peut associer un point 
Q! de la courbe (C) tel que la distance QQ! soit un infiniment petit de 
l'ordre n+1 par rapport à la distance PQ. 

Soient (a, b, c) les coordonnées de P, (x, y, 2) celles d’un point Q 
infiniment voisin de P sur (C), (X, Y, 2) celle d'un point (infiniment 
voisin de P sur (C!). Soient enfin 


FX 2)= 0 FX, Ÿ, Z)=0, 


les équations de la courbe (Gr). 
Appelons b la distance QQ/”, {u, v, w) ses coefficients directeurs, de 


sorte que 
X = 2% + Up, Y=y + ve; 2 = 2% + wp. 
Le point Q! étant sur (C'), on a 


Fa tu, y+vp, s+wp)=0, Filt + up, y + Up, 2 + we) = 0, 
29 
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ou, en désignant par e et e, des quantités qui tendent vers 0 quand 
(x, y, #) tendent vers (a, b, c), 


OF OF ÔoF 
F(x, y, 2) ee CP MU TAT «) = (, 


Fi {æ, y aÿ + pu © & +0 DE 0. 


Si la direction (u, v, w) n’est pas celle de la tangente en P à la 
courbe (G'), une au moins des deux quantités 


2. à 


. 
M  . +0 + 
est différente de 0. Donc, si la direction QQ! n’a pas pour limite celle 
de cette tangente, la distance p == QQ' est un infiniment petit de même 
ordre que l’une au moins des deux expressions 


F(æ, y, 3), F(x, y, 3), 


l’autre pouvant être un infiniment petit d'ordre plus élevé. 

Comme on peut toujours associer au poiat Q de la courbe (C) un 
point Q' de la courbe (C') obtenu en coupant celle-ci par un plan mené 
par Q obliquement à la tangente en P à (C'), on obtient le théorème 
suivant : 


Tuéorème. — Pour que deux courbes (C) et (C!) aient en un point 
ordinaire P un contact d'ordre n, il faut et il suffit que les deux expres- 
sions F{x, y, x) et F, (x, y, x), obtenues en substituant dans les premiers 
membres des équations de (C') les coordonnées d’un point Q infiniment 
voisin de P sur la courbe (C), soient infiniment petites de l'ordre n + 1 
par rapport à la distance PQ, l’une des deux expressions au moins 
n'étant pas d'ordre plus élevé. 


Supposons la courbe (C) définie par une représentation paramétrique 


æ = f(t), y = fit), 3 = fo(t) 
el posons, x, y, 4 étant fonctions de #, 
10 . F{x, y; x), pit) Exp F(x, UP z). 


Les conditions d’un contact d’ordre n au point t seront que p{t + À) 
et Yi + À) soient d'ordre n + 4 par rapport à À, l’une des expres- 
sions seulement pouvant être d'ordre plus élevé. En conséquence, on 
devra avoir 
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qe) == v'(0 = D = ee pt) 57 0, 
dat) = CE) = pr E) == ++ EG) = 0, 


et, de plus, une des deux dérivées g#1{f), g#+1{(f) ne sera pas nulle, 
sinon le contact serait d'ordre plus élevé. 

Il faut donc 2n + 2 relations ponr exprimer que deux courbes de l'es- 
pace ont, en un point donné, un contact d'ordre n au moins. 


2A3. Courbes osculatrices dans l’espace. — Les courbes osculatrices 
dans l'espace sont définies de la même manière que dans le plan. I y 
a toutefois une différence à signaler. Si un système de courbes (C) 
dépend de 2n + 2 paramètres, ceux-ci pourront généralement être 
déterminés par la condition d'établir avec une courbe donnée (G), en 
un point donné P, un contact de l’ordre n. Mais, si les équations des 
courbes (C) ne renferment que 2n + 1 paramètres, on ne peut plus 
établir qu’un contact d'ordre n — 1, n imposant que 9n conditions, et 
il reste un paramètre arbitraire. Dans ce cas, il y aura donc une infi- 
nité d’osculatrices de l’espèce (G'), ou il n’y en aura pas, comme on 
voudra l’entendre. 

Supposons que l’on considère une famille de courbes (CG!) à 2n + 2 
paramètres, et admettons que ces paramètres puissent être déter- 
minés complètement, soit, d’une part, par la condition d'établir en un 
point donné P d’une courbe donnée (C) un contact de l’ordre n, soit, 
d'autre part, par la condition de faire passer la courbe (GC!) par n +1 
points donnés. On démontrera, comme au n° 337, le théorème 
suivant : 


Tuéortme. — La courbe (C!) osculatrice en un point P de la courbe 
(C), est la limite des courbes (CG) qui passent par le point Petparn 
autres points de la courbe (C) qui se rapprochent indéfiniment du pre- 
mier. 


344. Exemples. — I. Droite osculatrice. Les équations d'une droite 
de l’espace renferment quatre paramètres arbitraires, permettant d'éta- 
blir un contact du premier ordre avec une courbe (C) en un point 
donné P. Suivant le théorème précédent, cette droite est la limite 
d’une sécante passant par P et un point de (C) infiniment voisin de P. 
La droite osculatrice se confond ainsi avec la tangente. La langente 
a donc généralement un contact du premier ordre avec la courbe, 


IL. Cercle osculateur. — Les équations d’un cercle dans l’espace 
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dépendent de 6 paramètres permettant d'établir un contact du second 
ordre ou de faire passer le cercle par trois points. Le cercle osculateur 
en un point P d'une courbe gauche est donc la limite du cercle passant 
par ce point et deux autres points de la courbe infiniment voisins du 
premier. Le cercle osculateur a généralement avec la courbe un contact 
du second ordre. 


$S 4. Enveloppes des courbes planes. 


345, Définition des points-limites et de l'enveloppe. — Nous allons 
considérer une famille de courbes planes définies par une équation 


(1) F(æ, y, a) = 0, 


contenant un paramètre arbitraire «, donc une famille contenant une 
infinité simple de courbes. Nous admettrons que F est une fonction 
uniforme et continue ainsi que ses dérivées partielles. De la sorte, à 
chaque valeur de « correspond une courbe de la famille et une seule: 
et nous Supposerons que ces courbes ne possèdent que des points 
singuliers isolés. 

Considérons, en particulier, la courbe (a), c’est-à-dire celle qui 
correspond à la valeur « du paramètre. Soit M un point de cette 
courbe. En général, la distance du point M à la courbe infiniment 
voisine (x + da) est de l’ordre de de. Si cette distance est d'ordre 
Supérieur à dx et que le point M soit un point ordinaire de lacourbe (a), 
on dit que c’est un point-limite de la courbe (a). L'enveloppe de la 
famille de courbes est le lieu géométrique des points-limites des courbes 
du système. Celles-ci prennent, par opposition, le nom d’enveloppées. 

Un point-limite de la courbe («) est donc un point ordinaire com- 
mun à cette courbe et à la courbe (x + da), abstraction faite des infi- 
ment petits d'ordre supérieur à dx. Ses coordonnées doivent donc 
satisfaire aux deux équations 


Fix, 4 alt= 0; F(x, y, à) + D de = (. 
ou, ce qui revient au même, aux deux équations 
OF 


Réciproquement, un point ordinaire M dont les coordonnées satis- 
font à ces deux équations est un point-limite. En effet, si l’on appelle 
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e la distance du point M au point M' le plus rapproché de la courbe 
(x + da), et u, v les coefficients directeurs de p, on a 


F'x + up, y + vo, a + da) = 0; 


ou, en négligeant les termes d'ordre supérieur au premier en p ei da, 


1e ru 1 Frv)= 0. 


Mais, en un point ordinaire, le coefficient de P n’est pas nul (la 
direction w, v n'étant pas celle de la tangente). Donc p est nul, abstrac- 
tion faite des termes d’ordre supérieur au premier. 

Pour qu'il y ait des points-limites, il faut donc que les équations 
F—0etF" = 0 soient compatibles. Alors les coordonnées des points- 
limites sont des fonctions de « : 


(3) æ = a(a), y = y(c), 
qu’on obtient en résolvant les deux équations ; et les équations (3) 
fournissent une représentation paramétrique de l'enveloppe. Dans la 
théorie qui va suivre, nous n’étudierons que des arcs de l'enveloppe 
dépourvus de points singuliers. Il sera donc entendu qu’une au moins 
des deux dérivées x!, y! par rappport à « est différente de zéro. 

Pour obtenir l’équation de l’enveloppe sous la forme habituelle, il 
faut éliminer « entre les équations (8) ou, ce qui revient au même, 
entre les équations (2). 

Mais il importe d'observer que cette élimination peut introduire une 
courbe étrangère à l'enveloppe. En effet, les points singuliers des 
courbes («) (qui ne sont pas des poinis- -limites) satisfont aussi aux 
équations (2), car leurs coordonnées sont des fonctions de « qui véri- 
fient les trois équations F = 0, F! = 0, F}, = 0, donc aussi F = 
qu’on obtient en dérivant totalement la ae équation par rapport 
à « en ayant égard aux deux autres. De là, la règle suivante : 


RéeLe. — L’enveloppe de la famille F{x, y, «) — 0 s'obtient en élimi- 
nant « entre cette équation el sa dérivée par rapport au paramètre, 
F! — 0. Mais on obtient, en même temps, le lieu des points singuliers 
des courbes de la famille, s’il y en a. 


Remarque sur les points-limites. — Si deux courbes infiniment voi- 
sines (a) et (x + da) se coupent, les coordonnées des points d'inter- 
section vérifient les deux équations F{x, y, a) = 0, F(x, y, « + ds) = 0 
et, par suite, à la limite, l'équation 
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lim F3 9 « + £ RE 


Donc les positions limites des points d'intersection de la courbe (a) 
avec la courbe infiniment voisine (x + da) sont des points-limites de la 
courbe («), à moins que ce ne soient des points singuliers. 

Mais la réciproque n’est pas toujours vraie, un point-limite n’est 
pas toujours une limite de point d’intersection. Nous approfondirons 
cette question tout à l'heure (n° 347). 


346. Théorème. — Chaque enveloppée touche son enveloppe au 
point-limite M. 

Les coordonnées des points de l’enveloppe sont des fonctions (3) 
de « qui vérifient l’équation F{x, y, «) = 0. Dérivons totalement par 
rapport à «; il vient, en tout point de l’enveloppe, puisque FT=0, 


ON or ! 


Ôx Toy ? me 


Gette équation ne peut être identique, car, en un point ordinaire, 
une au moins des dérivées F, F} n’est pas nulle. Les coefficients 
directeurs x', y' de la tangente à l'enveloppe sont donc déterminés 
par la même équation que ceux de la tangente à l’enveloppée au même 
point, et les deux tangentes se confondent. 

Réciproquement, si l'on cherche une courbe (E) à laquelle les envelop- 
pées restent tangentes, on retrouve l'enveloppe. 

En effet, les coordonnées des points de (E) peuvent être considé- 
rées comme des fonctions du paramètre « satisfaisant à l’équation 
F(x, y, a) = 0. Celle-ci, dérivée totalement, donne 

La x + + 2e = 10; d’où Es — (0. 


car &'F, + y'F, = 0 (les tangentes à l’enveloppée et à la courbe E 
étant les mêmes). On retrouve donc, pour déterminer (E), les deux 
équations F = 0, F!, — 0 de l'enveloppe. 


347. Ordre du contact de l'enveloppe et de l’enveloppée. Relation de 
cet ordre avec la nature des points-limites. — Considérons la famille de 
courbes 


F (&,y, a) =: 0, 
ayant une enveloppe 
m= la), y = p(o). 
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L’enveloppe et l’envelopée se touchant, ont un contact qui sera géné- 
ralement du premier ordre, c’est-à-dire que l'expression 


F [o(a + da), (a + dal, a] 


sera du second ordre par rapport à da (n° 366). 

Mais, exceptionnellement, cette expression peut être d'ordre plus 
élevé, et l’on sait (n° 366) que, si elle est d'ordre n + 1, le contact est 
d'ordre n. 

D’après un théorème général (n° 336) si l’ordre du contact est impair, 
l’enveloppée ne traverse pas l'enveloppe, tandis qu’elle la traverse si 
l'ordre est pair. 


Quand les enveloppées ne traversent pas l'enveloppe, et c’est le cas 
normal (l'ordre normal du contact étant 1}, elles sont situées d’un seul 
et même côté de l'enveloppe (fig. 7), ce qui justifie leur nom. Dans ce 


Fig. 7. Fig. 8. 


cas, les points-limites sont des points d'intersection limites, car deux 
enveloppées qui touchent l’enveloppe en deux points infiniment voisins 
M et M'se coupent aussi en un point infiniment voisin À (fig. 7). 

Quand, l’ordre du contact étant pair, les enveloppées traversent 
l'enveloppe, leur nom d’enveloppée ne se justifie que par extension et 
les points-limites ne sont plus des limites d’intersection. En effet, deux 
enveloppées qui touchent l'enveloppe aux deux points infiniment voisins 
M et M' (fig. 8) sont séparées par l'arc MM' et ne peuvent se couper. 

Voici deux exemples très simples de ces deux cas : 

1° Toute courbe plane peut être considérée comme l'enveloppe de ses 
tangentes. Les tangentes ne traversent pas l'enveloppe et les points- 
limites sont les points d’intersection limites de deux tangentes infini- 
ment voisines. 

20 Toute courbe plane peut aussi être corsidérée comme l'enveloppe 
de ses cercles osculateurs. Mais ces cercles ont un contact du second 
ordre et traversent la courbe. Deux cercles infiniment voisins ne se 
coupent pas et les points-limites ne sont pas des limites d’intersection. 

Considérons encore les paraboles (n > 1) 


F (2,9, «= y — (0 — #}"-- 0, 
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Elles ont pour enveloppe l’axe des æ, car, en dérivant, il vient. 
Gi a, d'OÙ y = 0, 
Comme on a, dans ce cas-ci, 
F (a + da, O0, a) = —- dan 


le contact est d'ordre pair ou impair suivant que n — 1 est pair ou 
impair. Si x est impair, les paraboles ne se coupent pas et l'enveloppe 
est le lieu de leurs points d’inflexion. 


348. Calcul de l'enveloppe pour d’autres formes d'équations. — 
I. Il arrive souvent que l’on doive chercher l'enveloppe d’une courbe 
F (x, y, «, B) = O0, dont l'équation renferme deux paramètres liés par la 
relation w{x, $f) — 0. Considérant 8 comme une fonction de « définie 
par cette relation, on est ramené au cas précédent, On doit, pour 


obtenir l'enveloppe, éliminer «, 8, et _ entre les quatre équations : 


de A OPA Les Ôv Op «AB OEEA 
F0, 8-0 D 4% de NT SU 
ou, ce qui revient au même, « et $ entre les trois équations : 


d(F,9) 
da, 8) — © 


dont la dernière provient de l'élimination de 48 : dx entre les deux 
dernières équations du groupe précédent, 


(4) F = 0, p=0, 


IT. La courbe dont on cherche l'enveloppe peut aussi être donnée par 
une représentation paramétrique 


(5) HSE (é, a), y = (é, a), 


t désignant la variable indépendante sur la courbe, On revient encore au 
cas ordinaire en considérant, dans la première équation, é comme une 
fonction de y et de « définie par la seconde équation. Pour former 


SARL (A 
l'équation de l’enveloppe, on est conduit à éliminer «, # et _ entre les 


équations (5) et les deux suivantes : 


(6) RE PRE CR TE ee 


ou, ce qui revient au même, à éliminer £ et « entre les équations (5) et 
pet unique 
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provenant de l'élimination immédiate de la dérivée de # entre les équa- 
tions (6). 


349. Exemples. — Considérons une famille à deux paramètres « et $ 


HAS L 
GA — 1 avec la condition Hot À: 


On dérive par rapport à « en considérant $ comme une fonction de « 
et, en éliminant dB : da, il vient facilement 


am an hi RER 
mar 6m BP 
On voit, par la théorie des fractions égales, que chacun de ces rapports 
est encore égal à 1 ; d'où l’on conclut 


am an+p y" pp 
an ant bm — pmtp 


et en éliminant « et f, 


OMC ice 


C’est l'équation de l'enveloppe. Elle donne lieu à des cas particuliers 
intéressants. 

lo Sim—1,p—2,b— a, on trouve l'enveloppe d'une droite de 
longueur constante a dont les extrémités s'appuient sur deux axes 
rectangulaires. C’est l’astroide 


52 La UE 
er de: y DE pa 
20 Si m — 2, p = 1, 6 = a, la courbe variable est une ellipse décrite 
par un des points de la dr te précédente et son enveloppe est la même 
que celle de cette droite. 
30 Si m— 2, p— 2, la courbe variable “ une ellipse dont les 


sommets sont les projections des points d’une ellipse ie Sur Ses axes. 
L’enveloppe est un système de quatre droites 


CHERE 
ee fer 


350: Solutions singulières des équations différentielles. — Considé- 
rons une équation différentielle du premier ordre 


f (æ, y, y") = 0 
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où la fonction j est uniforme et continue ainsi que ses dérivées par 
rapport à y et à y'. On en tire une ou plusieurs valeurs de la forme 


y' = Ÿ (æ, y). 


On sait d’ailleurs (n° 121) que, le long d'une solution singulière, (2 doit 
être infini, Or, il vient, par la règle de dérivation des fonctions implicites 


W=—fil, 


Les dérivées partielles étant continues, une solution singulière devra 
vérifier l'équation 


Lo (æ, Y; y") = 0 


Mais si l’on différentie l'équation / — 0 en tenant compte de la précé- 
dente, on trouve 7}, + y'f,, = 0. Donc les éléments x, y et y! d’une 
solution singulière doivent vérifier les trois équations 


[= 0, y = 0, fn TY 1, = 0: 


En général, ces trois équations ne pourront pas se vérifier pour une 
suite continue de valeurs de x, y et y', mais seulement pour des valeurs 
isolées, et il n’y aura pas de solution singulière. 


La recherche des solutions singulières peut aussi se faire au point de 
vue des courbes enveloppes. Supposons que l'intégrale générale de 
l'équation différentielle ait été mise sous la forme 


F{&, y; Ci =10 


où la fonction F est uniforme. Considérons un domaine déterminé du 
plan æy tel qu’on puisse mener, par chacun de ses points, une intégrale 
particulière de chaque équation y! = 4 (x, y). S'il existe une solution 
singulière, ce ne peut être qu’une enveloppe d’une famille d’intégrales 
particulières, car, en vertu de l'équation différentielle, la solution singu- 
lière a, en chaque point, même tangente qu’une intégrale particulière 
passant par ce point. Donc, s’il existe une solution singulière, on la 
trouvera en cherchant l'enveloppe de la famille représentée par l’inté- 
grale générale, donc en éliminant C entre F — 0 et F! = 0. 

Il semblerait, d’après cela, qu'une équation du premier ordre ait en 
général une solution singulière, ce qui est contraire au résultat établi 
précédemment. 

Cette contradiction apparente est facile à expliquer. L’élimination 
de C entre F — 0 et F! — 0 ne donnera pas une enveloppe mais le lieu 
des points singuliers des intégrales particulières. Il faut en conclure 
qu’à une équation différentielle arbitraire correspond une famille de 
courbes jouissant de propriétés spéciales au point de vue des enveloppes, 
tandis qu'à une famille arbitraire de courbes correspond une équation 
différentielle spéciale ayant une solution singulière, 
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L'équation de Clairant y — px + #(p), par exemple, qui a pour 
intégrale générale (n° 141) 


admet, comme on le sait, une intégrale singulière, On vérifie immé- 
diatement que c’est l'enveloppe des droites représentées par l'intégrale 
générale. 


EXERCICES. 


1. Enveloppe d'une droite. — Les axes étant rectangulaires, on met 
l'équation d’une droite mobile sous la forme normale 
(1) æ cos a + y sin x — f''{a) — 0. 
Le point-limite est à l'intersection de cette droite avec 
(2) — æ sin « + y cos a — f(x) = 0 


et on obtient ses cordonnées æ, y en fonction de « par la résolution du 
système. Montrer : 1° que la seconde équation est celle de la normale à 
l'enveloppe (E) de la droite (1) ; 2° que l'enveloppe de la droite (2) est la 
développée de (E) ; 3° que le rayon de courbure R et la différentielle ds 
de l’arc de (E) sont 


Ru Là Gr (Dés 


d’où la formule de rectification de Legendre 
(a) + fre) dal 
2, Enveloppe d'un cercle. — Soit le cercle (a, b, R fonctions de à) 
(œ — a} + (y — 8) — R? — 0. 
Les points-limites sont à l'intersection du cercle et de la droite 
(D) (œ— a)a! + (y —b)5 — RR'= 0. 


Cette droite est perpendiculaire à la tangente MT à la courbe (C) 
décrite par le centre M du cercle, et sa distance au centre est Hi pene à 


( 
RAR RRNENeR 
\PTE su pb? ds 


s étant l’are de la courbe (C) : 

1° Si | dR | < | ds | , la droite D coupe le cercle en deux points et 
il y a deux branches à l’enveloppe. 

En particulier, si R est constant, la droite D passe par le centre et 
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l'enveloppe se compose de deux branches obtenues en portant sur la 
normale à la courbe (C), de part et d’autre du point M, la longueur 
constante KR. 

20 Si| dR| > | ds |, la droite et le cercle ne se coupent pas et il 
n’y a pas d’enveloppe. 

80 Si | dR | — | ds |, la droite D est tangente au cercle au point- 
limite (donc aussi à l'enveloppe) et la normale à l’enveloppe est tangente 
à là courbe (C). Dans ce cas, le cercle variable est osculateur à son 
enveloppe : la condition nécessaire et suffisante pour cela est donc 
RARES 


3. Caustiques. — La caustique d’une courbe (C) pour un point lumi- 
neux À est l'enveloppe des rayons émanés de A et réfléchis sur (C). 
Montrer qu’elle est la développée de la podaire, par rapport au même 
point, de la courbe (C). En déduire la relation 


1 1 2 
TÉL R cos i’ 


r étant le rayon incident AP, Z le rayon réfléchi terminé au point où il 
touche son enveloppe, R le rayon de courbure de (C), à l’angle 
d'incidence. 


4, Montrer que la caustique d’un cercle par rapport à un point de la 
circonférence est une cardioide ; celle par rapport à un point à l’infini 
(rayons parallèles) une épicycloide à deux rebroussements. 


S 5. Enveloppes des surfaces et des courbes de l’espace. 


351. Enveloppe d'une famille de surfaces à un paramètre. — La 
théorie est analogue à celle des enveloppes de courbes planes, ce qui 
nous permet d’abréger. Soit une famille de surfaces 


(1) F(,y,3, a) = 0. 


On appelle caractéristique de la surfaee (x) le lieu des points-limites 
de celte surface, c’est-à-dire le lieu des points ordinaires dont la. 
distance à la surface infiniment voisine (« + da) est d'ordre supérieur 
à da. En général, et nous supposerons qu'il en est ainsi, ce lieu est 
une ligne définie par les deux équations | 


(2) = 0; F7, = 0. 
Si la surface (x + da) coupe la surface (a), la limite de la ligne 


d'intersection est une caractéristique ; mais il peut arriver, par 
exception, qu’une caractéristique ne soit pas une limite d’intersection, 
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L'enveloppe de la famille de surfaces est le lieu des caractéristiques et 
chaque surface de la famille prend le nom d’enveloppée. 

On remarque, comme pour les courbes planes, que les cordonnées 
des points singuliers satisfont aussi aux équations (2) et l'on est con- 
duit à la règle suivante : 


Rice. — L'équation de l'enveloppe d'une famille de surfaces F = 0 
s'obtient en éliminant le paramètre à entre l'équation F —0 et sa 
dérivée (rapport au paramètre) F! = 0. Mais on obliendra, en même 
temps, le lieu des points singuliers s'il y en a. 


Tuéorème. — Chaque enveloppée touche son enveloppe tout le long de 
la caractéristique correspondante. 

Les coefficients directeurs de la normale à l’enveloppée, en un 
point ordinaire, sont F!, F} et F°. On peut considérer aussi F = 0 
comme l'équation de l'enveloppe, à condition d’y remplacer « par sa 


valeur en x, y, + tirée de F/ — 0. Donc les coefficients directeurs de 


la normale à l'enveloppe sont F! + F} we. … Mais F° s'annule sur 


l'enveloppe, de sorte que ces coefficients ont les mêmes valeurs que 
pour l’enveloppée. Donc l’enveloppe et l'enveloppée ont même nor- 
male et, par suite, même plan tangent le long de la caractéristique 
commune. 

Réciproquement, si l’on cherche une surfacc (E) qui touche, en chacun 
de ses points, une des surfaces de la famille et que celte surface existe, 
on retrouve l'enveloppe. | 

En effet, on remarque d’abord que la surface (E) doit toucher 
chacune des surfaces («) le long d'une courbe, car, si elle ne les 
touchait qu'en des points isolés, le lieu de ces points serait une 
courbe et non une surface. 

Maintenant je dis que ces lignes de contact sont les caractéristiques 
c’est-à-dire qu’elles sont formées par les points-limites des surfaces 
(«). En effet, soit M un point de contact de (E) avec la surface particu- 
lière (x). Menons par M un plan quelconque coupant les surfaces 
suivant des sections que nous appellerons aussi (E) et (a). La section 
(E) est tangente aux sections planes (4). Gest donc leur enveloppe 
et M est un point-limite [au sens des enveloppes planes) pour la 
section (x) qui passe par ce point ; sa distance à la section (xo + da), 
donc aussi à la surface (« + de), est d'ordre supérieur à da : C’est 
dire que M est aussi un point-limite pour la surface (wo). 


— 398 — 


352. Enveloppe d’une famille de surfaces à deux paramètres. — Con- 
sidérons maintenant une famille doublement infinie de surfaces, c’est- 
a-dire dépendant de deux paramètres arbitraires a, f, 


E(r:922 6) 10! 


Un point-limite de la surface (x, $) est un point ordinaire tel que sa 
distance à toute surface infiniment voisine (x + da, 8 + d8) soit un 
infiniment petit d'ordre supérieur à | da | + | dB |. On en conclut que 
ses coordonnées doivent vérifier les trois équations 
DE NGS AVrs 

Oa 05, 

Nous admettrons donc que ces trois équations définissent des points 
dont les coordonnées soient des fonctions continues de a, 62 

L’enveloppe de la famille est le lieu géométrique de ces points-limites. 
Son équation s'obtient en éliminant « et 8 entre les trois équations 
précédentes. 

On montre, comme précédemment, que chaque enveloppée touche 
son enveloppe en chacun de ses points-limites. 

Réciproquement, si l’on cherche une courbe (E) qui touche toutes les 
courbes de la famille et si cette courbe existe, on retrouve l'enveloppe. 

En effet, on peut considérer les coordonnés des points de (E) 
comme des fonctions æ, y, + de «, f, assujetties à vérifier l'équation 
F(x, y, 2, a, $) = 0. On en tire, en dérivant par rapport à « puis à B, 


oF 2e à 
el + + = 


RD. 


OF OF OF 
où 8 À og V8 Ÿ ox BH 


Mais ces équations se réduisent à = = 0et . — 0 dans l'hypo- 


thèse où (E) touche l’enveloppée au point (+, y, 2), car alors x!, 

et ie . étant les coefficients directeurs de deux tangentes à (E), 
sont aussi Ceux de deux tangentes à l’enveloppée et les termes qui 
contiennent ces coefficients se détruisent. On retrouve donc les trois 
équations de l’enveloppe. 


353. Enveloppe d'une famille de courbes dans l’espace. — Considé- 
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rons une famille de courbes de l’espace dépendant d’un paramètre 
arbitraire « et définie par les deux équations 


(8) F (x, y, %, a) ee 0, ® (x, VU, 2, a) = (. 


Si l’on appelle encore point-limite de la courbe {«) un point ordi- 
naire tel que sa distance à la courbe infiniment voisine (x + da) soit 
un infiniment petit d'ordre supérieur à da, on voit, comme dans le 
cas des courbes planes, que leurs coordonnées doivent vérifier les 
deux équations 


0F Ô0P 
RU — = (0, 


(&) 
En général, les équations (3) et (4) sont incompatibles, sauf pour 
des valeurs exceptionnelles de «, et il n’y a pas de points-limites. 
Mais, s’il existe des points-limites dont la position varie d’une 
manière continue avec «, autrement dit, si les équations (8) et (4) 
admettent un système de solutions communes x, y, z fonctions con- 
tinues de «, le lieu de ces points-limites s'appelle l'enveloppe de la 
famille de courbes. 
D'après cela, une famille de courbes de l’espace n’admet générale- 
ment pas d’enveloppe. 


TuéorÈèME. — Si une famille de courbes admet une enveloppe, chaque 
enveloppée touche l'enveloppe au point-limite correspondant. 

La démonstration est analogue à celle donnée pour les enveloppes 
de courbes planes. 

Réciproquement, s'il existe une courbe (E) qui touche, en chacun de 
ses ponts, une des courbes de la famille, cette courbe n’est autre que 
l'enveloppe. 

En effet, les coordonnées x, y, des points M de la courbe (E) 
seront des fonctions de «, assujetties à vérifier les équations (8). Si 
l’on dérive totalement ces équations par rapport à «, il vient (les 
accents désignant les dérivées) 


Œ , 
0x 


OF OF OF 0 0 
! — ! Sn) — —= —— ! 00 — = 
SR AV CR B HUE Ho 
Mais les termes en x’, y’, s! se détruisent, parce que la tangente à 
la courbe (E) est la même qu’à l’enveloppée par hypothèse, Ces 
équations se réduisent donc à F! = 0, D, = 0. On retrouve donc, 
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pour déterminer la courbe (E), les quatre équations qui déterminent 
l'enveloppe. 


354. Enveloppe de caractéristiques (Arête de rebroussement). — 
Une classe importante de courbes ayant une enveloppe est celle 
des caractéristiques d’une famille de surfaces à un paramètre 
F(2,y,%,a)=— 0. Les quatre équations (3) et (4) se réduisent effec- 
tivement à trois seulement 


He 0 F' = 0, F0. 


Les valeurs de x, y, x généralement fonctions de « que l'on en tire, 
définissent une courbe qui touche toutes les caractéristiques et 
qu'on appelle l’aréte de rebroussement !!) de la surface enveloppe. 


355. Surface enveloppe d’une congruence de courbes. — On donne 
le nom de congruence à un ensemble de courbes dépendant de deux 
paramètres arbitraires « et $. Elle sera définie par deux équations : 


(5)  F{x,y,2,c, f) = 0, D (x,y,2, a, À) = 0. 
Considérons une courbe particulière [«, $]. On peut concevoir 
qu’elle fasse partie d’une famille à un paramètre en posant une 
relation 8 — (4), compatible avec les paramètres particuliers de la 
courbe. On peut, en général, choisir cette dépendance de façon qu'il 
y ait sur la courbe [«, fi] des points-limites. Les coordonnées à, y, z 
d'un point-limite doivent satisfaire, en effet, aux équations 


OF, OF d8 ob, 0œ 46 _à 


Ge Hope À da Ÿ Of da — 


et, en éliminant _ entre ces deux équations, on a, pour déterminer 


les points-limites les trois équations 
0F 09 0F0®. 


Bi, Pad ne errant 


Nous supposerons que ces trois équations soient compatibles et 
déterminent les coordonnées d'un ou de plusieurs points en fonction 
continue de «, 8. Ces points s’appellent les points focaux. Générale- 
ment, et nous supposerons que ce soit le cas, le lieu de ces points est 


(4) Parce que les points de cette arête sont généralement des points de 
rebroussement pour les sections de l’enveloppe par un plan. 
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une surface que l’on appelle l'enveloppe ou la surface focale de la 
congruence. 

Le système de valeurs x, y, + fonctions continues de «,f qu'on 
obtient en résolvant les équations (6), fournit déjà une représentation 
paramétrique de la surface focale. L'équation en x,y,x de cette 
surface s'obtiendra en éliminant « et 6 entre les trois équations (6). 


Tnéorëme. — Chaque courbe de la congruence touche la surface focale 
en chacun de ses points focaux. 

En effet, les composantes dx, dy, dz d’un déplacement tangentiel à 
la surface focale qui correspondent à un système d’accroissements 
quelconque de, d8 des paramètres, sont liés par les relations 


{ OF Le 

er aurte + D 48 = 0. 
CNE 

VE dx ë + du re + + D 48 =0. 


Si l’on considère, en particulier, le système d’accroissements- 
da, dB qui vérifie simultanément les deux équations 


@ dt EE 0 D da + + de #0. 
compatibles sur la surface focale en vertu de la troisième équation (6), 
on voit que le déplacement dx, dy, dx se fait aussi sur la tangente à la 
courbe [«, 8]. Donc cette courbe touche la surface focale. 

Réciproquement, si l'on cherche une surface (E) qui touche en chacun 
de ses points une des courbes de la congruence, on retrouve la surface 
focale. | 

En effet, on peut considérer les coordonnées #, y, z des points de 
la surface (E) comme des fonctions de a, 8 assujetties à vérifier les 
équations F — 0, ® —0. Différentions totalement ces équations pour 
un déplacement sur la tangente à Îa courbe [«, f], nous trouverons 
les équations (7) se réduisant aux équations (8). Enfin, en éliminant 
le rapport dB : da entre ces dernières, on retrouve la troisième des 
équations (6) qui détermine la surface focale. 


_ EXERCICES. 


1. Montrer que l’enveloppe du plan qui coupe PA axes rectangulaires 
aux distances respectives a? : (a + a), 8? : (b + 8), v° : (C + y) a pour 
équation (æ& + y + 2)? + 4 (aæ + by + Ca 0; 

26 
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2, L’enveloppe des plans tangents aux différents points d’une section 
plane d’un ellipsoïde est une surface conique. Discuter. 


3, Une surface canal est l'enveloppe d’uné sphère de rayon constant 
dont le centre décrit une courbe. La caractéristique est alors le grand 
cercle qui se trouve dans le plan normal à la courbe. Étudier le cas où 
le rayon varie en même temps que le centre se déplace. 


4, L’enveloppe du plan aœ + By + yz — l, dont les Parts sont 
liés par la relation 
a pe 
PE — 
est la surface des ondes 
a x? b? y? az | DL 
Ra TR Eee  SSS 
$S 6. Systèmes de droites : 
Surfaces réglées ; Congruences. 


356. Surfaces réglées développables ou gauches. — On appelle 
réglée une surface qui est le lieu des positions successives d’une 
droite mobile nommée génératrice. Il y en a de deux espèces, les 
surfaces développables et les surfaces gauches. Nous commençons par 
l'étude des développables. Ce nom leur vient de la propriété d’être 
applicables sur un plan, que nous examinerons plus loin au n° 259. 


357. Surfaces développables. — On appelle développable toute 
surface qui est l'enveloppe d’un plan mobile à un paramètre. Soit le 
plan mobile 

A2 + By LG +D—0 
où À, B, C, D dépendent d’un paramètre «. Si le plan se déplaçait 
parallèlement à lui-même ou en tournant autour d’une droite fixe, il 
n'y aurait pas de surface enveloppe. Nous excluons donc ces deux 
Cas. La caractéristique de ce plan (n° 851) s'obtient alors en joignant 
à la précédente l'équation dérivée par rapport à a, 


A'x + B'y + C3 + D' = 0, 
et ces caractéristiques sont les génératrices rectilignes de la surface. 


THÉORÈME. — Toute droite À située sur la développable est une des 
caractéristiques précédentes. 
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En effet, on peut toujours admettre que cette droite A ait été prise 
pour axe des 3. Alors ses équations sont æ = 0, y = 0. Tout point 
(0, 0, x) de À étant situé sur une caractéristique, on doit pouvoir 
satisfaire, quel que soit 4, aux deux équations 

Cx + D'= 0, C'3 + D'= 0, 
qui s’obtiennent en posant &æ = y — 0 dans celles des caractéris- 
tiques et qui expriment une relation entre z et «. Si À est une Carac- 
téristique, ces équations seront vérifiées pour une valeur constante 
a, de «, et cette valeur annulera nécessairemant G, D, G' et D’, puis- 
que + reste arbitraire tandis que ces coefficients demeurent constants. 

Je dis que c’est la seule hypothèse possible, car, si a variait avec 
2, on aurait, en éliminant 2, la condition CD' — C'D = 0, qui 
exprime que D : Cest constant, à moins que G ne soit constamment 
nul. Or, d'une part, D : G (qui est égal à — +) ne peut être constant 
puisque x esi variable ; d'autre part, C ne peut être constamment nul, 
ear alors D (qui est égal à — Cz) le serait aussi et le plan mobile 
deviendrait Ax + By = 0, il tournerait donc simplement autour de 
Oz et n’envelopperait plus une surface. Donc À est une caractéris- 
tique. 

Ii résulte de là qu’une développable ne peul admettre qu'un seul 
système de génératrices rectilignes. 


ARÊTE DE REBROUSSEMENT. — En général, les caraztéristiques restent 
tangentes à une même courbe appelée arête de rebroussement de la 
développable (n° 354) et qui se définit en joignant aux deux équa- 
tions de la caractéristique la suivante | 

Az + B'y JL Cls ED" — 0, 
obtenue par une nouvelle dérivation, ce qui fait un système de trois 
équations linéaires d’où l’on peut tirer æ, y, # en fonction de «. 

Mais il y a deux cas d'exception à signaler : Si l’arête se réduit à 
un point, la développable est un cône, et c’est un cylindre si ce point 
est rejeté à l'infini. 


L\ 


THÉORÈME. — Réciproquement, le- lieu des tangentes à une courbe 
gauche est une surface développable, à savoir l'enveloppe du plan 
osculateur de cetle courbe. 

En éffet, le plan osculateur varie le long de la courbe et ne dépend 
que d’un seul paramètre, celui du point de contact. Les caracté- 
_ristiques (intersections de deux plans osculateurs infiniment voisins) 
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sont les tangentes à la courbe (£. I, n° 273), donc le lieu des caracté- 
ristiques n’est autre que celui des tangentes. 

On voit donc que les développables sont des surfaces réglées dont 
les génératrices ont une courbe enveloppe, ou bien passent par un 
point fixe (cône) ou bien ont une direction fixe (cylindre). 

L'enveloppe ou la courbe à laquelle les génératrices restent tan- 
gentes, est l'aréte de rebroussement de la surface. Si cette courbe 
était plane, la surface dégénérerait dans un plan. 


THÉORÈME. — Le plan tangent à une développuble est le même tout le 
long d'une génératrice. 

En effet, la développable est l'enveloppe d’un plan mobile ; ce plan 
touche donc l’enveloppe tout le long de la caractéristique, et cette 
caractéristique est la génératrice. Le plan enveloppé est donc le plan 
tangent à la développable tout le long de la génératrice commune. 


TuéoRÈME. — La condition nécessaire est suffisante pour que la droite 
mobile 
(1) T=03+p, y=b5+4, 
dont les coefficients dépendent d'un paramètre z, engendre une surface 
développable (ou un plan), est que l’on ait 
(2) ag! — b'p' = O0. 
En effet, pour que la droite (1) engendre une surface développable, 
il faut qu’elle soit la caractéristique d’un plan mobile, donc que ses 
équations puissent se mettre sous la forme 
Az + By + Cz EL D = 0, 
A'x + B'y + C3 + D'= 0: 
d'où, en éliminant x et y par (1), les quatre conditions : 
Aa+Bb+C—O0, A'a + B'p 4 C'—0, 
RME er | a 6 
D'ailleurs on peut remplacer les deux dernières par les deux 
suivantes, obtenues en dérivant les deux premières : 
Aa' + Bb'=— 0, 
| Ap + Bg' = 0. 
Pour que ces équations soient compatibles et permettent de déter- 
miner À, B et ensuite C, D, il faut et il suffit que a'q" — b'p' = 0. 
Si cette condition a lieu, la droite (1) engendre une surface déve- 
loppable, à moins que Ax + By + C3 + D = 0 ne se réduise à un 
plan fixe, auquel cas la droite se meut dans ce plan. 


m1: 


LA 
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358. Equation aux dérivées partielles des surfaces developpables. — 
Les surfaces développables satisfont à une équation aux dérivées 
partielles qui les caractérise. Considérons l’ordonnée + comme une 
fonction de x, y sur la surface ; et posons, en abrégé, 

ÔZ Ôz 0?z Oz 0?% 
PE SEpreet 1 y? D S — Gx y’ — 
Le plan tangent est le même tout le long d’une génératrice ; les 
coefficients de son équation, qui est 
é—z—p£—x) —qin—7)—0, 
en particulier p et q, ne dépendent que du seul paramètre qui définit 
la position de la génératrice de contact. Donc p et q sont aussi fonc- 
tions l’un de l’autre et l’on a, par le théorème général sur les déter- 
minants fonctionnels (n° 226), 
d (p,q) 
d (x, y) 

Donc l’ordonnée x d’une développable satisfait à l'équation aux 
dérivées partielles du second ordre rt — $ = 0. 

Réciproquement, ré — s? =: 0 est l’équation aux dérivées partielles 
d'une développable. En effet, elle exprime d'abord que p et q sont 
fonctions l’un de l’autre. Mais on à aussi 

À (p, 3 — PE — qy) ___ | r,aær + ys 
d (x,y) s, xs + yt 

Donc le troisième coefficient (3 — px — qy) de l’équation du plan 
tangent est aussi fonction du premier p. La ‘surface, qui est l’enve- 
Ioppe de ses plans tangents, est donc l’enveloppe d'une famille de 
plans à un paramètre : c’est une surface développable. 


= y(s®— rt) = 0. 


359. Surfaces applicables sur un plan. — On dit que deux surfaces 
sont applicables l’une sur l’autre, lorsque l’on peut établir entre leurs 
points une correspondance telle que les arcs correspondants aient 
même longueur sur les deux surfaces. Nous allons montrer que les 
surfaces développables peuvent être caractérisées par la propriété 
d’être applicables sur un plan. | 


4°) Une surface développable est applicable sur un plan. 

Soient x, y, + les coordonnées d’un point O de l’arête de rebrousse- 
ment de la surface, exprimées en fonction de l'arc s de cette courbe. 
Les cosinus directeurs de la tangente au point O seront x’, y', z', en 
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désignant par des accents les dérivées par rapport à s. Les coordon- 
nées &, n, G d’un point M de cette tangente située à la distance 
(positive ou négative) « du point O, seront 

EE DE ETES n = y + uy!, C— 2 + ur! 

Telles sont donc les coordonnées d’un point quelconque M de la 
développable exprimées en fonction des deux variables indépendantes 
uets. 

Cherchons lexpression de la différentielle ds'de l’arc d’une courbe 
tracée sur la développable. On a 


dot = DE = EX [(x' D Te SU 
Soient R le rayon de courbure et À,p.,y les cosinus directeurs de la 
normale principale de l’arête au point O. On a x! = À:R,.... 
Zx'? — 1 et Zx'À = 0: il vient donc 


ds (4 si, 1) ds? + 2 du ds +- du? — (du 2 + (= Se) 


Cette expression ne dépend que de la relation w = + (s) qui définit 
la courbe tracée sur la surface et du rayon de courbure R de l’arête; 
nullement de la torsion de celle-ci. 

Or R est une fonction déterminée f(s) de l'arc; et la relation R —f(s) 
est aussi l'équation intrinsèque (n° 204) d’une courbe plane que nous 
pouvons construire. Les points O’ de cette courbe plane correspon- 
dront aux points O de l'arête et les rayons de courbure correspon- 
dants seront les mêmes. Concevons maintenant que l’on porte, sur la 
tangente en O' à cette courbe plane, une longueur O'M' égale à OM, . 
donc égale à u; nous déterminerons ainsi dans le plan de la courbe 
(0'} un point M! que nous ferons correspondre au point M de la déve- 
loppable. Ce mode de correspondance conserve la longueur des arcs, 
car les différentielles de des arcs de deux courbes correspondantes 
de la développable et du plan, définies toutes deux par la même 
relation u = œ(s), auront même expression pour ces deux courbes. 

La démonstration précéderte tombe en défaut pour le cône et le 
cylindre, mais le théorème subsiste comme le lecteur peut le vérifier 
facilement lui-même. 


20 Réciproquement, une sus face applicable sur un 14 est déve- 
loppable. 

Soient «, B les coordonnées des points du plan sur lequel on: 
applique la surface. Nous pouvons considérer les coordonnées &, y, 
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des points de la surface comme des fonctions de celles à, 6 des points 
correspondants du plan. Les longueurs étant conservées, aux droites 
qui sont les lignes les plus courtes du plan, doivent correspondre les 
lignes géodésiques de la surface. Faisons varier «, 8 sur une droite : 
(D) de direction arbitraire, nous pourrons prendre da et df$ tous deux 
constants: alors ds — V da? + df?, qui aussi la différentielle de l'arc 
de la géodésique (g) correspondante, est constant également. Les 
cosinus directeurs de la normale principale de (g) sont (ds étant 
constant) proportionnels à dx, dy ét dx. Mais, d'autre part, puisque 
c'est une géodésique, ils sont aussi proportionnels aux coefficients 
directeurs p, g et — 1 dela normale à la surface (n° 301). On a donc, 
pour da et dB constants, les identités en «, G, da et df : 

dx + p dx = 0, dy +.q d'z = 0. 

-Remplaçons dans ces deux équations dx, dy et d?x par leurs 
expressions développées en de, du dB et df? ; les coefficients de do?, 
du dB et d£? seront nuls séparément. On aura, en particulier, par la 
_ première équation, | 

ox ox x 0?% 
ne on DE | Om ce 
et, en multipliant respectivement par da, df et ajoutant, 


d 2) + no — (0; de même, a(t) + au(S == 0: 


Il résulte de ces deux identités en «, 6 que pa(25) et qa(2> 


sont des différentielles exactes, ce qui n’a lieu que si p et q sont des 
fonctions de 2, donc d'un même paramètre (1). Ainsi p et q sont 
fonctions l’un de l’autre et la surface esi développable, comme on 
l’a montré au n° précédent. 


360. Surfaces réglées en général et propriétés des surfaces gauches 
en particulier. — Toute surface réglée peut être considérée comme 
engendrée par une génératrice G qui s'appuie constamment sur une 
courbe directrice l. | 

Soient x, y, # les cordonnées d'un point de la directrice T expri- 
mées en fonction d’une variable indépendante f; 4, b, c les cosinus 


(4) En effet, si pdF est une différentielle exacte, p et & — 1 sont deux 
facteurs intégrant de dF = 0, donc (no 155) p = PF? (F)= 9% (EF). 
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directeurs (fonctions de t) de la génératice G qui passe par ce point ! : 
u la distance (positive ou négative) d’un point M de G au point æ, y, z. 
Les cordonnées &, n, € du point M de la génératrice G seront données 
par les formules | 

(G) E = x + au, n = Y + bu, C—= 23 + cu. 

Celles &,, n;, @, de la génératrice infiniment voisine menée par 
le point (f + At) de la directrice, seront, de même, 


(Gi) 6 = + au, mn = Yi + bi, Gi = % + Ci, 

où l’on a 

%, = & + Ax, d; = a + Aa, Y1 = y + Ay,…. 
Cherchons la plus courte distance de la génératrice G à la généra- 
trice infiniment voisine G,. Le carré de la distance à de deux points 
M (6, n, ©) et M, (E, n1 Q) de ces deux génératrices a pour expression 
(4) D = (En — EF) + na — n° + (62 — Le = Z (6, — Ep. 

Pour obtenir son minimum, il faut annuler ses dérivées par rapport 
aux deux variables u et #,, ce qui donne, en ayant égard aux valeurs de 
RATS 

Z(E —EË)a = 0, Z (£, — Eja, = 0. 

Mais comme a, = a + Aa, ce système peut être remplacé par 
le suivant : 

(5) Z (E —E) a — 0, E (&, — E) Aux = 0. 

Faisons dans la dernière équation les substitutions 

h —$t— A+ au — qu — Âx + a (u;, — u) + u, Aa... ; 
il viendra 
2 Aa Ag + u,2 Aa? + (u, — u) ZaAa = 0. 

Divisons par Af? et passons à la limite; en désignant par des accents 
les dérivées par rapport à t et en remplaçant w, par sa limite 4, il 
viendra simplement 

Za'z' + u Ya! — 0, 
car le rapport XaAa : A8 reste fini (Zaa! étant nul car a? = 1). De 
là, la valeur de « : 
ll 

Cette valeur (positive ou négative) de w détermine sur la géné- 
ratrice G un point O qui est le pied de la perpendiculaire menée à la 
génératrice infiniment voisine et qu'on appelle le point central. Le lieu 


— 409 — 


de ce point quand la génératrice varie, est une courbe tracée sur la 
surface qu'on appelle la ligne de striction de la surface. Dans le cas 
particulier où la surface est développable, le point central devient un 
point-limite et la ligne de striction devient l'arête de rebroussement de 
la développable. 

L’équation (6) montre quelle est la condition pour que la directrice T 
soil la ligne de striction ou l'arête de rebroussement ; il faut et il suffit 
que l'on ait 

Z a'x!' = a'x! + b'y + c'3! = 0. 

Déterminons maintenant les cosinus directeurs à, a, v de la plus 
courte distance à. À cet effet, remplaçons dans les équations (5) 
& — Ë,.. par les quantités proportionnelles À.….; elles deviennent 
E Aa — 0, ZAAa = 0. On en tire, par les propriétés des fractions 
égales, en désignant par + l’angle des deux génératrices infiniment 
voisines G et G;, 

À ÿ 1 
An EN mans NET sin 4’ 
car on sait, par la géométrie analytique, que 

DOS LPC Z (b Ac — c Ab} = sin. 

Enfin la plus courte distance ÿ elle-même est fournie par la 

relation 
= DE, — €) = À (Ag + au, — au) = Z) Az; 
ou, en remplaçant À, u, y par leurs valeurs (7), 


1 1 a Aa Ax 

— — —— + - 
0— + te Z Az (b Ac— ec Ab) = sms b Ab Ay 
CONCEPT 


On peut donner à + le signe qu’on veut et, par conséquent, déter- 
miner ce signe en prenant toujours le signe + dans l’équation 
précédente. Nous écrirons ainsi, en abrégé, à sin y = [a, Aa, Ax|; 
et, en développant Des. termes du troisième ordre, on aura 


Ô sinv — [a, da, dx] pe [a, da, dx] ré [a, da, dx] +. 
— {a, da, dx] + 5 d{a, da, dx] + … 


Le facteur sing qui a pour valeur principale VE (bde — cdb}° ou 
Vda? + db? + de? est du premier ordre. La condition pour que la 
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surface soit développable (ou pour que à soit d'ordre supérieur au pre- 
mier) est donc | 
[aN ta dr 0: 

Mais alors la différentielle de ce déterminant s’annule aussi, de sorte 
que à est du troisième ordre. Donc, dans une surface développable, la 
distance de deux génératrices infiniment voisines est. du troisième ordre. 

Supposons maintenant la surface gauche. Divisons l’avant-dernière 
équation par sin’ et passons à la limite ; il vient 
(8) AMEL _[a, da, 1, dx] etre a, a, æ] LEE 

HAE sin 0 Mae da? + db? + dé a? + ME br +e" 
k désignant une quantité de signe déterminé, variable d’une généra- 
trice à l’autre, nommée paramètre de distribution. | 

Ce paramètre joue, dans la théorie du plan tangent aux surfaces 
gauches, un rôle important que nous allons mettre en lumière. Pour 
plus de simplicité, prenons la génératrice G pour axe des +. Les 
équations de G et G, seront 


ven &} E, — Ax + u, Aa, 
(G) m0 AGIT Ay +u, Ab, 
(ça. He 6 = A3 + ui (1 + Ac). 


D'ailleurs Ac est du second ordre, car le paramètre f de (G) rendant 
c égal à 4 (donc maximum} annule c'. 

Pour simplifier davantage encore, plaçons l’origine au point central 
de O4 et menons le plan 4x tangent à la ligne de striction. On aura, 
de plus, pour la valeur particulière l du paramètre de G, les deux con- 
ditions ax! + b'y' + c'! = 0 et y! = 0, quise réduisent (c! étant nul 
etæ' ne l’étant pas) à a! = 0 ety' = 0. 

En définitive, les équations de la génératrice (G,) deviennent, en 
éliminant w, et ne gardant que les termes du premier ordre, 

(G:) 6, = dt, n1 = G db. 

Arrivons maintenant au plan tangent en un point de G. Il sera 
déterminé par la génératrice G elle-même et une autre tangente. 
Par exemple, le plan tangent au point central (ou le plan central) sera 
le plan x qui contient G et la tangente à la ligne de striction. 

Soit M un autre point de G à la distance w du point central. On 
peut y déterminer le plan tangent par l'angle 4 qu'il fait avec le plan 
central, et c’est le même angle que celui que fait avec Ox la tangente 
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MT perpendiculaire à 03 (fig. 9). Cette tangente s'appuyant au 
point T (6, m, € — u) de la génératrice G;, on tire immédiatement 
des équations approchées de G, (le sens 
positif pour Ÿ étant de Ox vers Oy) 


Gi EURE LE Pr 


car la valeur (8) du paramètre de dis- 
tribution se réduit à b' : x' par les 
hypothèses a = b = a! — c = 0 
et c — 1. De là, le théorème de Chas- 
les : La tangente de l’inclinaison du 
plan tangent sur le plan central varie, Fig 9. | 

sur chaque génératrice, proportionnellement à la distance du point de 
contact au point central. 


361. Interpretation du signe du paramètre de distribution. — Ce 
signe déterminé par la formule (8), correspond à une propriété de la 
surface. En effet, gardons les axes considérés en dernier lieu; on a 
t&@y= u:k. Done, si le point M s'éloigne sur l'axe des x positifs, 
tg 4 croît avec u en valeur absolue et a le signe de k. Si le paramètre 
k est positif, ÿ augmente et un observateur situé sur Oz qui voit venir 
à lui le point M, voit donc tourner le plan tangent (et avec lui la 
normale à la surface) dans le sens de Ox vers Oy c'est-à-dire dans le 
sens positif. Si l’on renverse la position de l'observateur et le sens du 
mouvement, les appparences resteront les mêmes. Si & était négatif, 
les apparences seraient inverses. D'où la règle suivante. ( 

Un observateur placé sur une génératrice ( OM et qui voit venir le point 
M, verra tourner la normale en ce point dans le sens positif ou dans le 
sens négatif selon que k est positif ou négatif. 

_Le sens positif, qui est celui de la rotation de Ox vers Oy pour un 
observateur situé sur Oz, est ordinairement celui de la rotation des 
aiguilles d’une montre. 


362. Congruences de droites. — Considérons une congruence de 
droites LR 

CE Le Cr D; y =:02 + 4, 
les coefficients dépendant de deux paramètres «, et rappelons-nous 
les résultats généraux du n° 555. 

Toutes les droites D de la congruence. sont tangentes à une même 
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surface S que l’on appelle la surface focale. Les points où la droite 
D touche S sont ses points focaux. Pour trouver ces points, on con- 
sidère la droite D comme faisant partie d’une famille à un paramètre, 
au moyen d’une relation $ = p(a«) compatible avec les paramètres de 
D et telle qu’il y ait des points-limites sur D. Ces points-limites sont 
les points focaux. 

Pour les obtenir, il faut combiner les équations (9) avec leurs 
dérivées totales par rapport à « : 

(10) O—azx+p, 0=bz+a", 
et choisir (x) de manière que ces équations soient compatibles, 
c'est-à-dire par la condition 

(11) . aq — bp =0, 
ou l'on à 

a da 0q , Ôq 
LE os) ! APR À 741 A! 
dde op NN Con 

Substituant ces valeurs, la condition (11) prend la forme 

(12) PRE£+QB+R—=0 
où P,Q,R sont des fonctions connues de «, $. Cette équation du 
second degré a, en général, deux racines 


(13) P=gle,f),  P'= pole, ). 

Portant ces valeurs de $' dans les équations (10), on obtient deux 
valeurs correspondantes pour z. Il y a donc, sur chaque génératrice 
de la congruence, deux points focaux F, et F, et la surface focale S 
se compose de deux nappes S, et S, dont chacune est touchée en un 
point par chaque génératrice de la congruence. 

Les calculs que nous venons de faire résolvent la question de faire 
passer par une droite D de la congruence une surface développable 
dont les génératrices appartiennent à la congruence. Il faut, en effet, 
pour cela, poser une relation $ = y (a), vérifiée par les coordonnées 
de D et telle qu’on ait la relation (11), donc aussi les relations (12) et 
(13). Les équations différentielles (18) déterminent complètement 
deux relations 8 = (a) satisfaisant aux conditions du problème. De 
là, la conclusion suivante : 

Il existe deux surfaces développables À, et À, passant par une généra- 
trice arbitraire et formées de droites de la congruence. 

Les points focaux F, et F, de la génératrice D sont ceux où cette 
génératrice touche respectivement les arêtes de rebroussement A, et 
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À, des deux développables À, et A,. Ges arêtes sont donc situées 
respectivement sur les nappes S, et $, de la surface focale, qui est 
leur lieu géométrique. 

Considérons, en particulier, la développable À, engendrée par une 
suite de génératices D, D', D'',... {fig. 10). Les 
points focaux successifs F,, F,’, F,',... dessinent 
sur S, l’arête de rebroussement AÀ,; les points 
focaux F,, F,', F,!',... dessinent sur $, une autre 
courbe de À,, qui n’est pas tangente à la droite D. 
Donc D et la tangente à cette courbe déterminent 
le plan tangent à la développable au point F, 
(donc le long de D) et aussi le plan tangentià S, 
au même point F,. Donc ces deux plans tangents coïncident, et l’on 
a le théorème suivant : 

Les plans tangents à la surface focale aux points focaux, ou les 
plans jfocaux, sont les plans langents aux deux développables qui 
passent par chaque génératrice. | 

De là cette autre conclusion : 

Chacune des deux développables qui passent par une génératrice D 
de la congruence a son arête de rebroussement sur une des nappes de 
la surface focale et est circonscrite à l’autre nappe. 

Remarque. — Ces conclusions générales supposent que les points 
focaux F, et F, ne soient pas confondus et que chacun d’eux décrive 
une surface, ce qui est évidemment le cas normal. Mais, il peut y 
avoir des exceptions. Si l’un des points focaux, par exemple, était 
fixe ou se mouvait sur une courbe, une des deux nappes de la surface 
dégénérerait dans un point ou dans une courbe, et les conclusions 
précédentes tomberaient partiellement en défaut. Nous en verrons 
un exemple remarquable fourni par la congruence des normales à une 
courbe gauche (n° 367). 


Fig. 10 


3863. Congruences de normales à une surface. — Demandons-nous si 
les droites d’une congruence arbitraire 


(14) œ—=az+p, y—br+g, 


restent normales à une même surface, les coefficients a, p, b, q étant 
donc fonctions de deux paramètres « et f. 

S'il en est ainsi, les coordonnées æ, y, z des points de la surface 
seront des fonctions de a et de B assujetties à vérifier les équations 
précédentes. Mais, de plus, tout déplacement dx, dy, dz sur la surface 
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devant être normal à la droite (14), on aura la condition (x, y, z étant 
fonctions de «, 8}. 


a da + b dy + dz — 0: 
ou, en remplaçant dx et dy par leurs valeurs tirées de (14), 
(a? + 2 + 1)dz + 3 (a da + db db) + a dp +6 dq = 0, 
ce qui, après division par Vitæ+r, peut s’écrire plus simplement 


DRE ertrens a dp + b da 
d(ENIC a Tr) + Ver 


C'est une équation aux différentielles totales entre z, « et $ qui doit 
servir à déterminer 3. Mais, pour que cette détermination soit possible, 
il est nécessaire et suffisant que 


a dp + bd dq 
Virete 
soit une différentielle totale exacte. Cette condition entraîne une relation 
entre les quatre fonctions a, b, p et q de «, 8. Donc il n'existe pas, en 
général, de surface normale aux droites d'une congruence donnée. 
La condition que nous venons de trouver est susceptible d’une inter- 
prétation géométrique très remarquable. Prenons comme variables 
indépendantes les ‘coordonnées p et g du pied de le droite D sur le plan 
æÿ (1). La condition d’intégrabilité deviendra 


0.0 Gr) NE 
0g\ VI + a + 8 NI Eat 0) 
D'autre part, l'équation (11) deviendra | 
Ôa g Ôa 0b Ob 
RÉ 
dg? OM 07 RTOE 
et les deux racines g} et g! de cette équation seront les coefficients 
argulaires dans le plan æy des courbes d’intersection par ce plan des 
deux développables passant par D. Les deux plans tangents à ces 
développables le long de D, devant contenir D et l'une de ces ee 
respectivement, auront pour équations 


Q(t—az—p) = (y—-b3—Q), gx — az —p) = (y —bz — 9). 
La condition de perpendicularité de ces deux plans est 


1 + 8 — ab (g) + qi) + ag, a (14.4?) = 0 


(1) Ceci est permis. En effet, si p et 9 étaient liés par une relation, le plan 
æy couperait la congruence suivant une courbe et, pour éviter ce cas,on chan- 
 gerait d’axes coordonnés. Il est d’ailleurs impossible que la congruence soit 
coupée suivant une courbe par un plan quelconque, sinon elle se réduirait à 
une surface réglée ou à un plan. 
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et (en De les ràcines par leurs valeurs) 


SE +08 +08 (SE D) DE (+ a = 


Or cette condition coïneide avec celle (15) d’intégrabilité. La condition 
d’intégrabilité est done que les deux développables passant par une 
même génératrice se coupent normalement. On a donc le théorème 
suivant : 

La, condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence de 
droites soit une congruence de normales, est que les deux plans focaux 
d'une génératrice quelconque soient rectangulaires. 


S ‘7. Application aux courbes gauches. 
Surface polaire. Développées. 


364. Surface polaire. — Etant donnée une courbe gauche 


æ = ft), =/f\(0,  2=f (6, 
la surface polaire est l'enveloppe des plans normaux. C’est donc une 
surface développable:Pour obtenir les équations d’une caractéristique, 
il faut combiner l’équation du plan normal et sa dérivée par rapport 
à t. Cette droite, dont les équations sont donc 
(K—a)2 + (Y—yy +(Z—3)3 =0, 
(Ra) 2" HV — y J' HUE — 2) = ae HU + 2%, 
s'appelle droite polaire ou axe du plan osculateur ou encore axe de 
courbure. Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car ses coeff- 


cients de direction y'z!! — z!y'! = À, sont les mêmes que ceux de 
la normale à ce plan. En joignant aux équations de l’axe de courbure 
celle du plan osculateur, À (X — x) + .… = 0, on obtient les trois 


équations qui déterminent les coordonnées X, Ÿ, Z du centre de cour- 
bure (t. I, n° 74). Donc : Le centre de courbure est à l'intersection 
du plan osculateur par l'axe de courbure. 
Les équations de l’arête de rebroussement de Ja surface polaire 
s’obtiennent en ajoutant aux deux équations d’une caractéristique la 
suivante, obtenue en dérivant une fois de plus, | 


(X 2) 2! + _ y\y!"+(Z— x) AU — 9 (ta! + y'y" + aa), 


365. Sphère osculatrice. — L'équation d’une sphère (de centre 
X, Y,Zet de rayon R arbitraires) renferme quatre paramètres qui 
permettent d'obtenir avec la courbe, en un point donné f, un contact 
du troisième ordre. Les éléments X, Y, Z et R de la sphère oscula- 
trice seront déterminés par les quatre équations : | 
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QUE) == (e— XP + (y — Y} + (6 — 2) — R? = 0, 
D VD = (a —X) at + (y —Y) y! + (5 — 7) 4 = 0. 


gt) = YU) = 0. 

Les trois équations g'—=4''—=4!"—0( qui déterminent X, Y, Z sont 
les mêmes que celles qui déterminent les coordonnées du point où la 
droite polaire touche son arête de rebroussement et que nous avons 
écrites au n° précédent. Nous obtenons donc le théorème suivant : 

L'arête de rebroussement de la surface polaire est le lieu géométrique 
du centre de la sphère osculatrice. 


366. Développées des courbes gauches. — On appelle développée 
d'une courbe donnée toute courbe qui est une enveloppe de normales, 
ou toute courbe dont les tangentes viennent rencontrer normalement 
la courbe donnée. 

Soient æ, y, 4 les coordonnées du point M de la courbe gauche 
qu'on obtient pour la valeur { du paramètre; &, n, 6 celles du point 
N correspondant de la développée; s l'arc de la développée compté 
positivement dans le sens MN; b la distance MN. Les équations du 
problème sont 


dé dn dt ds 
1 a = = ————— — — 
Se É—X n—Yy C—3 p 
(2) (Ë— x) dx + (n — y) dy + (£ — x) de = 0. 


Il y a donc trois relations distinctes pour déterminer Ë, n, & en 
fonction de {. Commençons par établir quelques propriétés de la 
développée. Différentions l’équation 

E— a + (n— y} + C— 2 = p 
en ayant égard à (2); il vient 
E— x) dé + (n — y) dn + C— 2) & = p dp 
et, en remplaçant dé, par leurs valeurs (1), 


KE ad + (mm +2 pd d'où de = de. 


Donc la longueur d'un arc de la développée est égale à la différence 
de longueur des normales à la courbe tangentes à ses extrémités. 

Différentions l’équation (2) en tenant compte de la relation 
Z dë dx = 0 qui résulte immédiatement de {1) et (2); il vient 


(8) E— x) dx + (n — y) dy + (Q— 2) der = dse. 


— AT — 


Mais les équations (2) et (8) sont celles de l’axe de courbure du 
point M. Le poiat N où la normale MN touche la développée est sur 
cet axe; donc toutes les développées d'une courbe sont tracées sur sa 
surface polaire. 

Passons maintenant à la détermination analytique M 
des développées. 

Soit Z le centre de courbure au point M; menons 
le rayon de courbure R = MZ et l’axe de courbure ZN 
(fig. 11). Le segment ZN sera considéré comme positif 2 
dans le sens de la binormale de direction (X, Y, Z) Fig. 41. 
et comme négatif en sens contraire, 


Désignons enfin par 8 (-5 << 5) l'angle que fait la normale 


MN avec la normale principale MZ, angle considéré comme positif ou 
négatif en même temps que ZN. On aura, en grandeur et en signe, 
ZN =Rtg(. 

Pour obtenir les coordonnées du point N, écrivons que les projec- 
tions de MN sur les axes sont égales à celles du contour MZN ; nous 
trouvons 

{ E— x=R(À+Xtg0), 
(4) ! n—y=R(u+Ytgt), 
C—3=R( +Ztg6). 


Il suffit, pour obtenir les équations d’une développée, de connaître 
la valeur de 8 en fonction de t. A cet effet, désignons, en abrégé, par 
z la valeur commune des rapports (1) ; la relation dé = + (£ — x) 
devient, en y remplaçant dé et £ — x par leurs valeurs tirées de (4), 


. 


dx + dR A+ X te 0) R (dX + OX 160 + = TR (1 + Xtg0). 


Divisons par ds et substituons les valeurs tirées des formules de 
Frenet (t. 1, n° 284) : 

dæ _ LIN SRACNRN ST ARIS 

FES IR FE HÉRULEN EN s 


il vient, en réduisant, 


RUES _Rtgl dR — TR R ue 
a To 
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Cette équation en donne deux autres analogues par les permuta- 
tions circulaires (À, pe, v), (X, Y, Z). En multipliant respectivement 
les trois équations par À, x, v et ajoutant, puis par X, Y, Z et ajou- 
tant, on voit que les trois équations se réduisent à deux distinctes : 


dR — TR Dee dR — <R R Rd 
æm + es To 
qui déterminent + et 4. Eliminant PE. on obtient, pour déter- 


niner 4, re 


—; À (jobE 2 1) HN HNO CNE 


R dû : d8 
“cos20 ds S 


En définitive, 0 est déterminé par une quadrature 
ft ds 
(] == 6, { TT ? 
(5) AT RTE 


t étant la variable d'intégration. La valeur initiale @ reste arbitraire. 
Si l’on porte la valeur (5) dans (4), on obtient les équations d’une 
infinité de développées, différant par la valeur initiale 0. 

La formule (5) conduit à une conséquence importante. Si l’on con- 
sidère deux développées différentes (0) et (4!) engendrées par les deux 
normales MN et MN', on tire de (5) 

0— 4 —0, — 0 

Donc, si deux normales MN et MN' engendrent des développées, elles 
font entre elles un angle constant. 

Réciproquement, si la normale MN a une enveloppe, la normale MN' 
en à une aussi, pourvu qu'elle fasse un angle constant avec MN. 


FBemarque. — Si la courbe est plane, la torsion 1 : T est nulle et 8 
se réduit à %. Si l’on prend le plan de la courbe comme plan æy, on 
a%—=y=X—Y=0etZ = 1; les formules (4) deviennent 

E=x+Ri, n=y+Ru, C=Rtg Gb. 

Or ë, n sont les coordonnées du centre de courbure. Par consé- 
quent, les développées sont les hélices qu’on obtient en prenant, sur 
chaque normale au plan de la courbe élevée au centre de courbure, 
une longueur proportionnelle au rayon de courbure correspondant. 

La développée ordinaire s’obtient en faisant & — 0 et elle est 
l'enveloppe des normales principales. Mais on observe que les cour- 
bes planes sont les seules dont les normales principales aient une 
enveloppe, car la formule (5) montre que 8 ne peut être constant que 
si la torsion est nulle. | 
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36'7. Congruence des normales à une courbe. — La théorie des 
développées se rattache à celle des congruences de droites (n° 362), car les 
normales à une courbe sont les génératrices d’une congruence de forme 
particulière. Par chaque normale à la courbe, on peut faire passer deux 
développables. La première À, est le plan normal ; son arête de rebrous- 
sement se réduit au point M de la courbe autour duquel tourne la nor- 
male qui engendre ce plan. La seconde À, est une développable propre- 
ment dite ; son arête de rebroussement A, est une développée. La nappe 
S, de la surface focale se réduit au lieu du point M et dégénère dans 
une courbe : la courbe proposée. Mais, chaque plan normal A, étant 
circonscrit à l’autre nappe S, de la surface focale, cette nappe est 
l'enveloppe du plan normal ou la surface polaire. Les développées 
sont donc sur la surface polaire, comme on l’a montré directement 
dans le n° précédent, 


CHAPITRE IX. 


Lignes tracées sur une surface. 


ee 


8 1. Courbure des lignes tracées sur une surface. 


368. Formule fondamentale. — Il s’agit, dans ce chapitre, d’étu- 
dier, en un point M d’une surface S, la courbure des lignes tracées 
sur la surface et passant par ce point. Les axes seront supposés rec- 
tangulaires. 

Mettons l’équation de la surface sous la forme 


21 f(x, y). 

Il sera entendu que 3 et ses dérivées partielles des deux premiers 
ordres sont des fonctions déterminées et continues des deux variables 
x et y. Nous poserons, en abrégé, 

LR: Qe%,_ 0 CCE TRES 
NO Et O7 dé ou RE 
Menons la normale MN au point M{x, y, 2) de la surface dans le 

sens où elle fait un angle aigu avec Oz. Ses cosinus directeurs seront, 
sans ambiguïté (le radical étant positif), 
Mir + VE ET Le Vpn + 

Soient maintenant «, B, yles cosinus directeurs de la tangente MT 
au point M à une courbe (G) de la surface. Les droites MT et MN étant 
rectangulaires, on a la relation 

pa + qgj—y=0. 
Différentions-la pour un déplacement sur la courbe (C) ; il vient 
p da + q dB — dy + adp + Bdg = 0. | 

Divisons par la différentielle ds de l'arc de la courbe (C) et substi- 

tuons les valeurs «É 
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d rdx + sd d 
Enr en 


où à, u, y sont les cosinus directeurs de la normale principale, et R 
le rayon de courbure de la courbe (OC) ; il viendra 


pare + ra + 2s af + 18? — 0. 
Or, si 0 désigne l’angle de la normale MN à la surface $ avec la nor- 
male principale à la courbe (C), on a 
cos == pi quEy 
NIPPHEqU 
ce qui conduit à la formule fondamentale 
cos 4 ra? + 250$ + 4Ÿ 
(1) AR Ne po 0 
AA EU) 


3869. Theorème. — Une courbe tracée sur la surface a même rayon 
de courbure au point M que la section plane déterminée dans la surface 
par son plan osculateur. 

En effet, ces deux courbes ayant même tangente et même normale 
principale au point M, les quantités 0, « et 8 ont mêmes valeurs pour 
les deux courbes et la formule (1) fournit la même valeur pour R. 

Ce théorèine ramène l'étude de la courbure des courbes quel- 
conques à l'étude de celle des sections planes. 


870. Théorème de Meusnier. — Le rayon de courbure d'une section 
oblique en un point M de la surface, est la projection sur le plan de celte 
section du rayon de courbure de la section normale qui a même tangente 
en M. 

Le rayon de courbure R'd’une section normaleétant normal à la sur- 
face, on a cos 0 — + 1 selon que R' est dirigé suivant MN ou en sens 
contraire. Le premier membre de (1) se réduit donc à + 1:R', mais on 
peut admettre qu'il se réduit à 4:R', à condition de considérer R' 
comme positif dans le sens MN et comme négatif dans l’autre sens. 
Moyennant cette convention, si l’on appelle R' le rayon de la section 
normale qui a pour tangente MT, l'équation (1), dont le second membre 
est indépendant de 4, donnera 


cos0 1 
RAR 


d'où R = R' cos 9. GC. Q. E. D. 


— 192 — 


Ce théorème nous ramène à l'étude de la courbure des sections 
normales. Celle-ci a été faite par Euler. 


3'71. Equation d'Euler. Sections et directions principales. — Placons 
maintenant l'origine des coordonnées au point M et prenons la nor- 
male MN pour axe des 3, donc pour plan æy le plan tangent à la sur- 
face. On aura p — q — 0. Pour une section normale, la formule fon- 
damentale se réduira (avec la convention faite sur le signe de R) à 


(2) E — ra + sa + 182, 


Soit w l'angle de la tangente MT à la section avec l'axe des æ: il 
vient, par une transformation facile, 


| | ; 
R = 700$ + 25 cos & Sin w + { sin? w 


“a l 

EE Tu _. L cos 2 + s Sin 2w. 

Cette équation montre que 1:R est une fonction continue et limitée 
de w : elle a donc au moins un maximum et un minimum. On les 
trouvera en cherchant les valeurs de w qui annulent la dérivée par 
rapport à w, c’est-à-dire en cherchant les racines de l'équation 


25 
Pr 


tg 20 —- 


Cette équation donne pour w deux directions rectangulaires. Pre- 
nons-les pour axes des x et des y ; l’équation précédente ayant pour 
racine w = (, il faudra que s — 0, ct l'équation (2) se réduira à 


& = 7 COS2W + { Sin? w 
Soient R, le SHaJOE de courbure de la section w — 0 ; R, celui de la 
section w — no ; nous aurons 1:R, —reti:R, — t. Nous obtenons 
ainsi l’équation d’'Euler 
1 COS?w Sin? 
(8) D Rom 


Les deux directions rectangulaires que nous venons de considérer 
correspondent aux sections de plus grande et de plus petite courbure. 
Gelles-ci s'appellent les sections principales. Les plans de ces sections 
sont les plans principaux. Les rayons de courbure R, et R, de ces sec- 
tions sont les rayons de courbure principaux. Les centres de courbure 
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correspondants sont les centres de courbures principaux.Les directions 
des tangentes aux sections principales sont les directions principales. 

L’équation d'Euler ne dépend plus en rien des axes coordonnés 
et elle exprime une propriété de la surface. Elle fait dépendre le 
rayon de courbure d'une section normale quelconque de l’angle que 
fait le plan de cette section avec celui d’une section principale et des 
rayons de courbure principaux. 


372. Courbure moyenne. — Soient R' et R''les rayons de courbure 
de deux directions rectangulaires w et w + x:2; on aura, par la 
formule d’Euler, 


1 __ cosw ie Sin’w | sin?w COS’ w 
HRRR R, ? le ne R, . 


par conséquent, 


| 1 Â 1! 
ES ANR, 
Donc la somme des courbures de deux sections rectangulaires est con- 


stante au point M et égale à la somme des courbures principales. La 
moitié de cette constante s'appelle la courbure moyenne au point M. 


373. Forme de la surface au voisinage du point M. Tangentes princi- 
pales. — On peut distinguer sur la surface des points de trois natures 
différentes : | 

40 Si R, et R, sont de même signe, R a toujours le même signe 
quel que soit w et toutes les sections tournent leur concavité dans le 
même sens. Dans le voisinage de M, la surface se trouve tout entière 
du même côté de son plan tangent. C’est ce qui a lieu en tout point 
d’un ellipsoide. 

90 Si R, et R, sont de signes contraires, R peut changer de signe. 
Les deux directions correspondant aux racines de 


R 
=, E peut 
se R, 
donnent Ne 0 et les tangentes correspondantes s'appellent les {an- 


R | 
gentes principales(:). La surface n’est pas tout entière du même côté de 


son plan tangent et l’on dit qu’elle est à courbures opposées. C'est ce 
qui arrive en tout point d’un hyperboloïde à une nappe. 


(1) Il est essentiel d'observer que les tangentes principales ne correspondent 
pas aux directions principales (n° 371). 
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30 Un cas intermédiaire entre les deux précédents est celui où l’une 
des courbures principales, 1 : R, par exemple, est nulle. Il vient alors 


4 sin? 


a 


R A4R: 


La surface est située tout entière du même côté de son plan tan- 
gent, mais R croît à l'infini pour w — 0. Cest ce qui arrive en tout 
point d’une surface cylindrique. 

Enfin, il faut signaler le cas particulier où les deux rayons de cour- 
bure principaux sont égaux. Alors toutes les sections normales ont 
même courbure. Un tel point s’appelle un ombilic de la surface. 


374. Indicatrice de Dupin. — On représente géométriquement la 
variation du rayon de courbure, quand le plan de la section tourne 
autour de la normale, par la construction suivante : Portons sur la 
tangente à la section une longueur MT égale à la racine carrée de la 
valeur absolue de R ; le point T décrit dans le plan tangent une 
courbe, appelée indicatrice, qui figure la variation de R. La nature de 
cette courbe dépend de celle du point M. 

4°) Si R, et R, sont de même signe, R est toujours de même signe 
aussi, par exemple positif. Alors les coordonnées du point T sont 
æ = VR cos w, y = VR smw, et l’indicatrice est une ellipse 

z° p 
Re on 

On dit, dans ce cas, que M est un point elliptique. 

20) Si l’une des courbures principales, À : R, par exemple, est nulle, 
l'indicatrice est dite parabolique et devient un système de deux droites 
parallèles, à savoir (en supposant R, positif) 


x° 
D — À. 


R; 

On dit, dans ce cas, que M est un point parabolique. 

3) SiR, et R, sont de signes contraires, R est positif quand MT 
tombe dans l’un des angles entre les tangentes principales et négatif 
dans l’autre angle. Les coordonnées du point T sont, suivant le cas, 
æ == VER coso, y = V ER sin w. L'indicatrice se compose de deux 
hyperboles conjuguées | 


x? y° vi 
RSR DE Du 
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ayant les tangentes principales pour asymptotes. On dit alors que M 
est un point hyperbolique. 


On peut faire apparaître autrement le rapport de l'indicatrice avec 
la forme de Ja surface autour du point M. Rappelons que le point M a 
été pris comme origine des coordonnées et les tangentes aux sections 
principales comme axes des x et des y. Donc, si l’on développe + par 
la formule de Maclaurin suivant les puissances de æ et de y, il vient 
(p, q, s s’annulant à l’origine) 


z = te + dy) + 
ou, puisquer —1:R,etit—1:R;, 
24 x? ÿ° 
CARTES te 


Coupons la surface par deux plans parallèles, 3 = + }, infiniment 
voisins du plan tangent + — 0. Les sections auront pour équations 
approchées 


D'où la conclusion suivante : 

Si l'on coupe la surjace par un plan parallèle au plan tangent et infini- 
ment voisin du point de contact, la courbe d’intersection est semblable à 
lindicatrice de ce point. 


35. Détermination de la nature d’un point en axes rectangulaires 
quelconques. — SUPpOSONS maintenant que le point M{x, y, +) occupe 
une situation quelconque par rapport aux axes de cordonnées Suppo- 
sés rectangulaires. La formule (1) deviendra, pour une section nor- 
male quelconque au point M, 

(5) Lis ra + 2saf + CR 
RONA EE DEEE 

Les trois grandes distinctions quant aux variations de signes de 1 : R 
quand on fait varier a, B, s'aperçoivent encore immédiatement, car 
elles tiennent aux propriétés du trinome ra + 2sa8 + 1672. 

40 Sirt— s? > 0, le trmome et par suite R ont un signe invariable 


et ne peuvent s'annuler. Le point M est elliptique. 
Do Gi rt — s2 — 0, le trinome peut s'annuler mais ne peut changer 


de signe, le point M est parabolique. Tels sont les points d’une surface 
développable. | 
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30 Si rt — s° < 0, le trinome et R peuvent changer de signe, le point 


M est hyperbolique. 

Les tangentes principales ou les asymptotes de l’indicatrice (ne 313) 
correspondent aux directions pour lesquelles la courbure est nulle. Les 
directions des tangentes principales sont donc définies par l'équation : 


rai + 2so$ + 186? — 0, 


qui est l'équation aux directions des tangentcs principales. 


3'76. Détermination des sections principales. — Proposons-nous de 
déterminer les sections principales au point M{x, y, 2). Elles corres- 
pondent au maximum et au minimum de 4 : R considéré comme 
fonction de «, 8. Donc, d’après l'expression (5), il faut annuler la dif- 
férentielle de ra? + 2saf + 16°, ce qui donne 


(6) ra da + s(adf$ + $ da) + 18 dB = 0. 
Or « et $ sont liés par la relation &? 4 GB? + +}? — 4, c'est-à-dire 
| a + 2 + (pa + qB} = 1, 
puisque y = pa + q$. En la différentiant, il vient 


(7) ada + Pdf + (pa + qB) (pda + qdf) = 0. 
Eliminant de et d$ entre (6) et (7) ; on trouve 
(8) AH pa + pb _ A++ pge 
ra + sû sa + 1f 
Gette équation du second degré donne deux valeurs pour le rapport 
B:e. Elle fait connaître les directions des tangentes aux sections 
principales. Toutes réductions faites, elle devient 


(9) as(1+p?)— pqrl+ofli(1+pe)— r(1+9?)] — Rs (1 + q°) — pat] — 0. 


Remarque. On déduit facilement de l’équation (9) la condition pour 
qu'un point soit un ombilic. Les sections normales étant indétermi- 
nées, l’équation doit être identique, ce qui entraîne 

PANNES TAN 
AE D AD AE 

Ces deux équations caractérisent un ombilic. Elles constituent, avec 
celle de la surface, un système de trois équations entre x. y, 4. Donc, 
en général, une surface n’a qu’un nombre limité d’ombilics. 
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3'7'7. Détermination des courbures principales. — Mettons équation 
(8) sous la forme 


a+ p(pa +8) _ B + g{pa + gb) 
ra + S$ sa + 18 ‘ 
Multiplions par « les deux termes du premier rapport, par 6 ceux 


du second et ajoutons terme à terme : chacun des rapports est encore 
égal au suivant 


PCR OR Rene LES EEE AR EN 
ro + 2508 + if? rar + 2saB + Vi+p + 
De sorte qu’en posant, pour simplifier, 

MUETETE 
ST TR EE 
on à les égalités 
PMR end dones Deere 
af Hp) +pag BU —H ) + px 
L’élimination du rapport a: entre ces deux équations donne 
PU + p° + qù — pr + gi + LA + D?) — 2pgsl + (ri — s) = 0. 
Cette équation, où l’on remplacera 9 par VI + p° + 4° : R, donne les 
deux rayons de courbures principaux. C’est l'équation cherchée. 
Soient », et pb, les racines de l’équation en p ; on aura 


Doris ri + g)+t(i + p?) — 2pqs 

P1P2 T1 + Pi + Pa = AL ONIA Eng 
et, par conséquent, 

1 SPA fe 1 A rA+g)+t(t+p?) — 2pqs 

RR Ur) Ro R A+p + 


La dernière valeur (divisée par 2) est celle de la courbure moyenne 
au point M. La précédente, égale au produit des courbures princi- 
pales, s'appelle la courbure totale de la surface au point M. 


8 2. Lignes asymptotiques et de courbure. 


378. Lignes de courbure et développée d’une surface. — Si l’on élève 
des normales à une surface tout le long d’une ligne (C) de cette sur- 
face, le lieu de ces normales est une surface réglée qu’on appelle une 
normalie et qui, en général, est nne surface gauche. On appelle lignes 
de courbure les lignes de la surface qui sont les traces de normalies déve- 
loppables. | 
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D’après cette définition, toute ligne plane est une ligne de courbure 
de son plan, car la normalie correspondante est un cylindre. Toute 
ligne de la sphère est une ligne de courbure, car la normalie corres- 
pondante est un cône. Les méridiens et les parallèles des surfaces de 
révolution sont des lignes de courbure, car les normalies correspon- 
dantes sont des plans et des surfaces coniques. 

Les normales à une surface forment une congruence de droites. Par 
chaque génératrice on peut donc faire passer deux normalies déve- 
loppables (n° 362) et, par suite, par chaque point de la surface, on 
peut généralement faire passer deux lignes de courbure. Occupons- 
nous d’abord de déterminer leurs directions. 


Les équations de la normale au point quelconque M{x, y, x) sont 
&—x + pé—2) = 0, n—y+q@—3)=0. 

Elles dépendent de deux paramètres x et y. Pour que cette normale, 
en se déplaçant, engendre une développable (ou ait une enveloppe), 
il faut poser une relation y = (x) telle que deux normales infiniment 
voisines se rencontrent (au premier ordre près). Les coordonnées 
6, n, 6 du point de rencontre, qui est celui où la normale touche son 
enveloppe, doivent vérifier les équations de la normale et leurs déri- 
vées par rapport au paramètre (n° 353), qui sont 


(6 — +) dp — (dx + pdz) = 0, (6 — 2) dg — (dy + gdz) = 0, 
d’où l’on tire 
Mens SUV 
FR LPO RE 
Pour que ces équations soient compatibles, il faut qu’on ait 


(1) C— 2% 


(2) da + pr _ dy + qe 
dp T dq 


C'est la relation qui définit la fonction y — (x), c’est donc l'équa- 
tion différentielle des lignes de courbure. Si l’on y remplace dz, dp et 
dq par leurs expressions en dx et dy, elle devient 

(3) (Hp?) de + pq dy pa dr + (1+q) dy 
r dx + sdy sdx + tdy 

Gette équation entre dx et dy coïncide avec celle (8) entre « et B 
qui définit les directions principales (n° 376). De là ile théorème fon- 
damental : 


Les lignes de courbure sont, en chaque point, tangentes aux sections 
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principales. Donc les deux systèmes de lignes de courbure se coupent 
partout à angle droit et forment sur la surface un système orthogonal. 


Déterminons maintenaut Les points focaux sur la normale au point M. 
L’ordonnée & d’un point focal se tire de l'équation (1). Mais les rap- 
ports (1) sont les mêmes que (2) et (3). Comme d’ailleurs dx et dy 
sont proportionnels aux cosinus «@, 8 relatifs à une direction princi- 
pale, il vient 
A+p)at+ paf _ pqe + A + 1 P 

ra + s sa + 18 ; 

Pour simplifier, portons l'origine en M, prenons les tangentes aux 
directions principales pour axes des æ et des y el la normale à la sur- 
face pour axes des x. On aura x—y—=2—=0;p—q—s—0 et, 
comme on l’a vu au n° 371,r—1:R,,t—1:R,. Les deux lignes de 
courbure correspondent maintenant aux directions $ = 0 et « — 0 et 
l'on trouve immédiatement, pour chacun de ces deux cas respecti- 
vement, —R,ett— R,. D'où le théorème suivant : 

Les deux points focaux sur la normale au point M sont les deux centres 
de courbure principaux correspondants. 

La surface focale de la congruence des normales est donc le lieu 
des centres de courbure principaux. On l'appelle aussi la surface des 
centres ou la développée de la surface proposée. 

379. Formules d'Olinde Rodrigue, — Soient X, YŸ, Z les cosinus 
directeurs de la normale à la surface au point (x, y, +) et R un des 
rayons de courbure principaux ; le centre de courbure correspondant 
a pour coordonnées 

x + RX, y + RY, | 3 + RZ. 

Pour un déplacement sur la ligne de courbure correspondante, ce 

centre se déplace tangentiellement à la normale. On a donc 


dé + RX) _ dy+RY) _ ds + RZ) 
X y Y LS Z $ 


Ér— 


ou, en supprimant un terme commun dR, | 
de+ROX _ dy+ RAY 1. ds FRA 
X Y Z 
Toutes ces fractions sont nulles, car la somme des numérateurs 
multipliés par X, Y, Z est nulle, tandis que celle des dénominateurs 
pareillement multipliés est 1..On a donc 


d+RaX=0, dyt+RAY—=0, da+RdZ = 0. 
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Ge sont les formules d’Olinde Rodrigue, remarquables par leur 
symétrie et l'expression simple de R qu'on en tire. Elles se réduisent 
à deux distinctes, car, en multipliant par X, » Z et ajoutant, on 
obtient une identité. 

Les formules d’Olinde Rodrigue sont relatives à un déplacement sur 
une ligne de courbure. Elles reviennent à l'équation différentielle de 
ces lignes. En effet, si on élimine R entre les deux premières, on 
trouve 


dx dY — dy dX = 0. 


C'est, sous sa forme la plus concise, l'équation des lignes de cour- 
bure : elle se ramène à celle du n° précédent en y remplaçant X et Y 
par leurs valeurs er p et q et en effectuant les calculs. 

Voici encore une forme utile de l'équation des lignes de courbure, 
Soient u,v,w des quantités simplement proportionnelles aux cosinus de 
la normale, en sorte qu'on a X = ul, Y = vl,, Z — wi. Les formules 
d'Olinde Rodrigue s'écrivent 


dx + Rd{ul) = dy + R d{vl) = d? + Rd{wl) = 0. 
Différentiant ces trois produits u?,.… on peut éliminer RJ et Rdl entre 


ces trois équations linéaires, et l’on trouve une forme très générale 
de l’équation des lignes de courbure 


Hu Ed 
dy v dv | =0 
| dz w  dw 


On déduit facilement de celle-ci l'équation qui convient au cas d’une 
représentation paramétrique. Si æ, y, + sont exprimés en fonction de 
deux variables indépendantes «, 6, on fera simplement 


FE » 4) d(s, x) dx, y) 
CE V = 2, Ù = —7— 
a, B) d(«, À) d(x, À) 
En And on obtiendra la relation entre «et 8 qui définit les 
lignes de courbure. 


380, Lignes asymtotiques. — On appelle ligne asymptotique d’une 
surface une ligne qui touche en chacun de ses points une des asymp- 
totes de lindicatrice. On obtiendra leur équation différentielle en 
remplaçant « et 8 par dx et dy dans l’équation aux directions des tan- 
gentes principales (n° 375). On trouve 


(4) r dx? + 2s dx dy + t dy? = 0. 
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Si les points de la surface sont hyperboliques, on tire de cette équa- 
tion deux valeurs réelles pour dy:dx. Elle définit, par conséquent, 
deux familles de lignes asymptotiques se coupant sur la surface. 

Si tous les points sont paraboliques (ou si la surface est dévelop- 
pable), on ne trouve plus qu’une seule valeur de dy:dx et une seule 
famille de lignes asymptotiques : c’est donc le système des génératrices 
rectilignes, car toute génératrice d’une surface réglée, étant une sec- 
tion normale dont la courbure est nulle, est une tangente principale 
et une ligne asymptotique de la surface. 

Enfin, si les points de la surface sont elliptiques, comme cela a lieu 
sur un ellipsoïde, il n’y a plus de lignes asymptotiques réelles. 


On peut donner une autre définition des lignes asymptotiques. Ce 
sont les lignes dont le plan osculateur est tangent à la surface. 

En effet, pour exprimer cette propriété, il faut écrire que les coef- 
ficients directeurs dx, dB, dy de la normale principale à la ligne et 
ceux p, q, — 1 de la normale à la surface satisfont à la condition 
de perpendicularité | 


p da + q db — dy = 0. 
Mais, en différentiant y = pa + q$, on voit que cette condition se 
réduit à « dp + Bdq = © ou 
dx dp + dy dq = 0, 


ce qui revient à (4) en développant dp et dgq. 


8 8. Tangentes conjuguées. 
Flexion et torsion géodésique. 


381. Tangentes conjuguées. — Deux tangentes en un point M d'une 
surface sont dites conjuguées si elles coincident avec deux diamètres 
conjugués de l’indicatrice en ce point. Leurs directions sont dites 
aussi conjuguées, 

Donc, en vertu des propriétés des coniques, en un point d’une sur- 
fâce il n'existe qu'un seul système de directions conjuguées rectangu- 
laires, ce sont les directions principales. 


Tuéorème. — Si l’on mène les plans tangents à une surface le long 
d'une courbe (C), la caractéristique du plan tangent est, en chaque point 
M de contact, la tangente conjuguée de celle à la courbe (C). 
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Pour démontrer ce théorème, revenons au système d'axes consi- 
déré précédemment (n° 371). Plaçons l’origine au point M, prenons le 
plan tangent pour plan xy et les tangentes aux sections principales 
pour axes des x et des y. 

Soient æ, y, z les coordonnées des points de la courbe (C), le plan 
tangent a pour équation 

| C— 2 = pl — x) + q(n — y). 

La caractéristique s’obtient en combinant cette équation avec sa 
dérivée par rapport au paramètre, qui est, puisque dx — pda + qdy, 
(Ë— &) dp + (n — y) dg = 0. 

Mais, au point M origine des coordonnées, on a (n° 371) 
Z—=Yy—=%—=p = —0, dr, dg = ty = À 
1 2 


Les équations de la caractéristique deviennent 
Là &dx ndy 
C C3 0, R, R, ES 0. 
Gette droite et la tangente à (C) sont dans le plan xy et ont respecti- 
vement comme coefficients angulaires m et m' 


Se R,dx - 0) e PA fie R, 
mMm = — R dy ? lens à d'où mm! — À 


C'est bien la relation qui lie les directions de deux diamètres con- 
jugués de la conique R,x°? + R,y° — +R,R,.. 


Si l’on observe que les plans tangents le long de (G) enveloppent 
une surface développable, on obtient cet autre énoncé : 

Si une développable est circonscrite à une surface, la tangente en un 
point quelconque de la courbe de contact et la génératrice qui passe par 
ce point sont deux tangentes conjuguées. 


382. Flexion. — Soit M un point d’une courbe (C) tracée sur une 
surface, MT la tangente à (C) en ce point. Menons à la surface les 
normales MN et M'N' en deux points infiniment voisins M et M!:; 
soient + l'angle de ces deux normales et ds l'arc MM'. On appelle 
flexion de la surface au point M suivant MM'et on désigne par 1 : f 
l'expression 


1 _ymt _ VE TANT d7 
PRE UT ds : 
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Le numérateur (où X, Y, Z sont les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface) est, en effet, d’après un calcul bien connu, la 
valeur principale de +. 

Prenons le point M comme origine, et les mêmes axes qu’au n° pré- 
cédent. On aura, à l’origine (où s’annulent p, q,s et, par suite, 
aVi+p +), 


/ "1 P RS TUE AT ET 
x (mr) NT 


(EE) - 4 - fou R, 
— À 
PE 
V=Ep + \ 


Désignons par w l'angle de la tangente MT avec l’axe Oz ; on aura 
dx = ds cos w, dy — ds sin w, et il viendra 


(1) 


1 COS? sin?w 
( — == ren nor enn, press | 
Se Fe STONE 
Cette formule montre que la flexion au point M ne dépend que de la 


direction MT de la tangente à la courbe (GC). 


383. Torsion géodésique. Son signe. — Gardons les notations du 
n° précédent et appelons Ÿ l’angle infiniment petit que fait la normale 
M'N' avec le plan MNT de la section normale. On appelle torsion géo- 
désique de la courbe (C) au point M et on désigne par À : y l'expression 


= — ]im __ 

Menons, à partir de M, un vecteur Mn de longueur 4 et parallèle à 

M'N'. Au premier ordre près, l'angle 4 peut être remplacé par son 

sinus, c’est-à-dire par la distance du point » au plan MNT. Or, avec 

les axes du n° précédent, on a X — Y —0 et Z — 1 ; donc les coor- 

données du point n sont, au premier ordre près et eu égard aux 
valeurs (1), | 

dx dy 


O+k—= OLAY—= +, À + dZ = 1. 
1 


La distance de ce point au plan MNT (ayant pour équation 
æ sin w — y cos w — 0) sera donc, par la règle connue, 
aX. sin &w — dY cos w — CRAQUE JU ROESR 
1 Re | 
28 
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et, en la divisant par ds, on trouve 
1 ( il La 
3 — = | — —— )Sin & COS w. 
(8) mn MCE 


On attribue à la torsion géodésique le signe qui résulte de cette for- 
mule : positif si le point n se trouve, par rapport au plan MNT, du 
côté des x positifs ; négatif dans le cas opposé. On voit facilement que 
celle convention revient à considérer la torsion géodésique comme 
positive ou négative, selon qu’un observateur qui voit venir à lui le 
point M', voit tourner la normale en ce point dans le sens positif ou 
négatif. Le sens positif est celui de la rotation de Ox vers Oy pour un 
observateur situé sur 03 (en général, celui des aiguilles d’une montre). 
En tous cas, il sera bien entendu, pour que cette convention ait un 
sens, que si l’on considère différents systèmes d'axes dans une même 
question, on leur donne toujours le même sens de rotation. 

La formule (3) conduit aux conclusions suivantes : 

1°)Sauf si M est un ombilic,auquel cas toutes les directions sont prin- 
cipales, la torsion géodésique ne s’annule que si © — 0 ou siw — 00: 
donc : La torsion géodésique est nulle et ne l’est que pour les directions 
principales. Par suite, une ligne dont la torsion géodésique est con- 
siamment nulle est une ligne de courbure et réciproquement. 

2) Si l'on remplace © par w + 90, 1: ne fait que changer de 
signe, donc : Quand deux lignes se coupent à angle droit sur la surface, 
leurs torsions géodésiques sont égales et de signes contraires. 


384. Calcul de la torsion géodésique dans un cas particulier. — 
Cherchons la torsion géodésique, au 
point M, d’une courbe (C) tracée sur la 
surface S, quand, l’origine étant en M, 
on prend la tangente MT pour axe 
des y (fig. 19). 

Supposons que la normale MN àS 
fasse un angle w avec Mx; les cosinus 
directeurs X, Y,Z de la normale seront, 
au point M, 


Fig. 19, 


(4) X=cosw, Y—=0, Z—sinvw: 
et le plan normal NMT aura pour équation 


Œ Sin 6 — 3 COS w = 0, 
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Soit M' un point de (C) infiniment voisin de M et soit MN' une 
parallèle de longueur 4 à la normale au point M'; les coordonnées de 
N' seront (X + 4X, Y + dY, Z + dZ) en négligeant les termes du 
second ordre ; et, avec la même approximation, l’angle & de MN'avec 
le plan MNT sera fourni par la distance du point N'à ce plan (ou 
sin +), c’est-à-dire, en grandeur et en signe, par l'expression 

d — dX sin w — dZ cos vw. 
Mais la relation ZX4X — O0, dérivée de ZX? — 1, se réduit au 
point M à | 
0 = dX cos w + dZ Sin w, 
ce qui permet d'éliminer dX ou dZ de l'expression de +. On trouve 
ainsi 
dx dZ 
d — SEE a 


Sin w COS W° 


Divisons par ds et accentuons les dérivées par rapport à s; on aura, 
au point M, 


(5) EE —— 
Je SIN COS w 


Nous avons établi ces formules pour en tirer la démonstration du 
théorème suivant : 


385. Théorème. — Si deux surfaces S et S, se coupent sous un 
angle 0, variable ou non, et qu’on désigne par 1 : y et 1 : y, les torsions 
géodésiques de la ligne d’intersection relativement aux deux surfaces, 
on a, pour un déplacement sur cette ligne, : 


(6) sr men 


Prenons pour origine un point M de l'intersection et la tangente MT 
à cette ligne pour axe des y. Les formules (4) et (5) s’appliqueront, en 
ce point, pour la surface S. Pour $,, on aura les formules analogues 
(w, étant égale à w + 0) : 


/ X, — cos (w + 6), 220; Z, = sin (w +6) 
CRT en 2 2 
UT sin (w +6) cos (w +0) 


Remarquons que cos 8 — ZXX, et substituons les valeurs de 
X, Y,2, X!,Z!; X,,... tirées de (4), (5) et (7) dans la relation 
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a = XXE VV ZZI HE XXL VV L 77 


elle se réduit à la suivante, revenant à (6): 


d cos 0 ( | ) j 
ds VIN 


De la formule (6), découle immédiatement le théorème suivant : 


386. Théorème. — Si deux surfaces se coupent sous un angle 0 
constant, la torsion géodésique de leur courbe d’intersection est la 
même pour les deux surfaces ; et, réciproquement, si cette torsion est la 
même, les deux surfaces se coupent sous un angle constant. 


EXERCICES. 


1. Si R se rapporte à la section normale, on a = — _ + A 


2. La somme des courbures suivant deux directions conjuguées est 
constante autour d’un même point et égale à la somme des courbures 
principales. 


3. Le produit des flexions de la surface suivant deux directions conju- 
guées est constant et égale au produit des courbures principales. 


8 4. Théorèmes de Joachimstahl et de Dupin. 


387. Théorème de Joachimstahl. — Si deux surfaces S et S, se 
coupent suivant une ligne de courbure, elles font entre elles un angle 
constant tout le long de cette ligne; et réciproquement, si elles se coupent 
sous un angle constant, l'intersection ne peut être une ligne de cour- 
bure pour l’une sans l'être pour l'autre. 

Cest la conséquence immédiate du théorème précédent, puisque 
les lignes de courbure ont leur torsion géodésique nulle, ce qui 
les caractérise (n° 383, 1°). 

En particulier, toute ligne du plan étant une ligne de courbure de 
ce plan, si une ligne de courbure d’une surface est plane, son plan coupe 
la surface sous un angle constant, et réciproquement. 

Par exemple, les plans des méridiens et des parallèles coupent une 
surface de révolution sous un angle constant, donc suivant les deux 
systèmes de lignes de courbure. 


888. Théorème de Dupin. — On dit que trois familles de surfaces 


F, (x, y,4,a)—0, F, (x, 4,2, ) =0, F, (Z, y; 3; Ÿ) ni} 


— 431 — 


forment un système triple orthogonal, lorsque, par chaque point de 
l’espace, on peut faire passer une surface de chaque famille et que 
deux surfaces prises dans deux familles différentes se coupent 
partout orthogonalement. 


THéoRÈME. — Les trois familles d’un système triple orthogonal se 
coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure. 

Soient Sy, S et S, les trois surfaces se coupant au point M; 
désignons leurs lignes d’intersection par C3, Ga, C2. La torsion 
géodésique de G,, est la même sur $, et sur S, (n° 386) et peut se 
désigner par 1 : ÿ,4. Soient 1 : y, et À : y: les deux autres torsions 
analogues. Comme C,, et G;, se coupent normalement au point M 
sur S3, On à en ce point (n° 383, 2) 


AE — 0; de même, Ru ré Lo ES =), 
33 Y 10e Ci ÉD OR GES NT ET OME LT 


ce qui entraine 

URLS PARRE LES 
Y23 ” Y31 = Ye j# 
Donc, les torsions géodésiques étant partout nulles, les intersec- 


tions sont des lignes de courbure pour chaque surface {n° 383, 4°). 


0. 


389. Quadriques homofocales. — Considérons les quadriques 
a EN 
NES DR re e LD ct 
Par un point (to,ÿ,,%) passent trois surfaces. En effet, les valeurs 
correspondantes de À sont les racines de l’équation du 3° degré 
x A 
Yo DO TONER 
UE RE QU Em Su 
Ces trois racines sont réelles et comprises respectivement entre 
— % et c”, & et b?, b° et a?, ainsi qu’on le voit en faisant successive- 
ment les substitutions À = — ©, « — e; © + e, b2— e; b2 + e, a?. 
Donc, par chaque point, passent trois quadriques du système : un 
ellipsoïde, un hyperboloïde à une nappe et un hyperboloïde à deux 
nappes. l 
Ces trois familles de surfaces forment un système triple orthogonal. 
En effet, les normales aux deux surfaces (À) et (u) ci-dessous 


a ÿ x? 2 
DE a l'ec: E 
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ont pour coefficients directeurs 
RCE AN NU 
EX P—X C—X —u 
La condition d’orthogonalité est donc 
x? 2 z? 
VEN EN -H C0 
Or on obtient précisément cette relation en soustrayant membre 
à membre les équations des deux surfaces (À) et (u) écrites ci-des- 
sus et en divisant par À — pu. 
Il est maintenant facile de trouver les lignes de courbure de 
l'ellipsoide 


Ce sont les intersections de cette surface avec l’hyperboloïde à 
deux nappes 


2 2 2 
++ = @>A>E) 


et avec l’hyperboloïde à une nappe 
DRAP RSC 


1 (b?> p> c?). 


Ce sont donc des courbes algébriques. 


NOTE COMPLÉMENTAIRE 
Addition aux n° 71,72 et 73 
(RÉDUCTION DES INTÉGRALES DOUBLES GÉNÉRALISÉES.) 


Nous allons revenir sur les n° 71, 72 et 73, parce que le lemme 
du n° 72 n’est exact que mcyennant une condition qu'on a omis 
d'exprimer, c’est que, dans le rectangle R, la fonction f(x,y) ne 
possède pas de ligne des discontinuité parallèle à l'axe des y, pas même 
les côtés x = a et x = A du rectangle. Il en résulte que le théorême 
du n° 73, qui s’appuie sur ce lemme, n'est établi que pour autant que 
cette condition soit remplie, et exige un complément de démonstra- 
tion dans le cas contraire. Cette nouvelle démonstration suppose 
certaines restrictions quant aux lignes de discontinuité parallèles 
à l'axe des y. Mais nous devons introduire les mêmes restrictions par 
rapport aux deux axes, à cause de la symétrie supposée dans les 
numéros 75 et suivants. Disons tout de suite que nous faisons l’hy- 
pothèse qui laisse à la démonstration le caractère de simplicité que 
nous avons voulu lui donner avant tout : c’est que les lignes de 
discontinuité parallèles aux axes sont en nombre limité. Gette hypothèse 
se vérifie d’ailleurs dans tous les cas qui se présentent pratiquement. 


Examinons d’abord d’un peu plus près la démonstration du lemme 
du n° 72, Elle s’appuie sur deux propriétés de la fonction F,(x), 
énoncées, sans explication, aux n® 71 et 72, et sur lesquelles nous 
allons revenir. 

1°) La première (n° 72) est que F,(x) est continue dans l’inter- 
_valle (a, A), Il faut, pour cela, que les frontières des domaines 
auxiliaires D, où f(æ, y) est continue, ne soient nulle part parallèles 
a l'axe des y en dehors des côtés x = a etx — À du rectangle R (!). 
Comme, au point de vue de la démonstration à faire au n° 73, une 
frontière parallèle à l’axe des y peut être remplacée par une oblique 


(1) Sinon les conditions du théorème I au n° 3 ne seraient pas remplies. 


= L 2 ne LA 4 + ÿ FL … PIN Le er É CS eric 
 : 1 + k h £ >» Ü 
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suffisamment voisine, il est toujours possible d'observer cette condi- 
tion et il sera entendu qu'on l’observe. 

20 La seconde propriété de F,(x) c’est que F est la limite de F, 
pour n — œ (n° 71) et cela pour chaque valeur de x de a à A. On 
suppose donc que la somme des segments de chaque parallèle à Oy 
compris dans le domaine D, tend vers le segment entier compris 
dans le domaine R quand D, tend vers R. On peut observer cette 
condition s’il n’y a pas de ligne de discontinuité parallèle à Oy. 
Mais elle devient impossible dans le cas contraire, car ces parallèles 
seraient exclues de D,. Le lemme du n° 72 suppose donc bien, 
comme nous l'avons dit, que R né contient aucune ligne de disconti- 
nuité parallèle à Oy et que, cela étant, on observe dans la construction 
des domaines D, les deux conditions que nous venons de définir. 


Il reste maintenant à compléter la démonstration du théorème I 
(n° 73) dans le cas où f (x, y) possède un nombre limité de lignes de 
discontinuité parallèles à l’axe des y. On peut, dans ce cas, partager 
par ces lignes elles-mêmes le rectangle R en plusieurs autres dont 
les côtés soient les seules lignes de discontinuité parallèles à l’axe 
des y. Il suffit alors de démontrer la formule de réduction qui fait 
l'objet du théorème I pour chacun de ces rectangles séparément. 
Admettons donc tout de suite que les deux côtés x = a et x = A 
soient les seules lignes de discontinuité parallèles à l’axe des y pour 
le rectangle R lui-même. La démonstration est alors immédiate, 

En effet, soit R, la portion de R limitée par les abscisses a + & et 
b—noùeet n sont infiniment petits. On a, par la démonstration 
déjà faite au n° 73, pourvu que le second membre déterminé, 


A—" B 
il fax dy — | ax [dy 
R; a+E #10 


et cette formule devient, à la limite, celle qu’il s’agit de démontrer. 


Remarquons, pour terminer, que la démonstration du n° T4 
ramène le cas d’un domaine infini à celui d'un domaine rectangulaire, 
au moyen d'une transformation qui fait correspondre les unes aux 
autres des parallèles aux axes. Cette démonstration demeure donc 
concluante, pourvu que le nombre des lignes de discontinuité paral- 
lèles aux axes soit limité dans le domaine infini. Il serait facile de la 
généraliser davantage, mais cela nous paraît superflu, 
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